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Na área da produção de petróleo o bombeio centrífugo submerso (BCS) é 
um dos métodos de elevação artificial mais utilizados pela indústria. Nesse método 
uma bomba centrífuga multiestágio, além de outros equipamentos necessários que o 
compõem, é empregada para bombear o fluído do reservatório até a superfície para 
um posterior processamento. Independentemente do sistema mecânico, a 
determinação das suas propriedades dinâmicas ou modais torna-se imprescindível 
para o estudo do seu comportamento dinâmico. Essas propriedades são as 
frequências naturais, taxas de amortecimento e modos de vibrar do sistema. É por 
meio da técnica da análise modal experimental que as propriedades modais citadas 
são estimadas e um modelo modal do sistema pode ser obtido. Este trabalho expõe a 
aplicação de um vibrômetro a laser Doppler de varredura 3D na análise modal 
experimental de uma bomba centrífuga submersível de nove estágios, fora de 
operação, determinando-se assim suas propriedades dinâmicas. Apresenta-se 
resultados satisfatórios com o uso do vibrômetro. Adicionalmente, propõe-se avaliar 
indiretamente e de forma analítica a rigidez associada ao conteúdo interno da bomba 
com base nos dados modais identificados.  
 
Palavras-chave: Análise modal experimental. Vibrômetro a laser Doppler de 















In the field of petroleum production, the electrical submersible pumping (ESP) is 
one of the most used artificial elevation methods in the industry. In this method a 
multistage submersible centrifugal pump, in addition to other necessary equipment that 
makes up the method, is used to pump the fluid from the reservoir up to surface for 
further processing. Regardless of the mechanical system the determination of its 
dynamic or modal properties becomes essential for the study of its dynamic behavior. 
These properties are the natural frequencies, damping rates, and vibrate modes of the 
system. It is through the technique of experimental modal analysis that the modal 
properties cited are estimated and a modal model of the system is obtained. This work 
presents the application of a 3D scanning laser Doppler vibrometer in the experimental 
modal analysis of a nine-stage submersible centrifugal pump, out of operation, thus 
determining its dynamic properties. Good results achieved with the use of vibrometer 
are presented. Satisfactory results are shown with the use of vibrometer. Additionally, 
it is proposed to evaluate indirectly and analytically the stiffness associated with the 
internal content of the pump based on the modal data identified. 
 
Keyword: Experimental modal analysis. 3D scanning laser doppler vibrometer. 

















BCS – Bombeio Centrífugo Submerso ou Bomba Centrífuga Submersível 
CAD – Computer Aided Design 
3D SLDV – 3D Scanning Laser Doppler Vibrometer 
GDL – Grau de Liberdade 
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Na área da produção de petróleo o bombeio centrífugo submerso (BCS) é 
um dos métodos de elevação artificial mais utilizados pela indústria. Nesse método 
uma bomba centrífuga submersível (BCS) multiestágio, além de outros equipamentos 
necessários que o compõem, é empregada para bombear o fluído do reservatório até 
a superfície para um posterior processamento. A energia elétrica é transmitida ao 
fundo do poço por meio de um cabo elétrico sendo convertida em energia mecânica 
através de um motor elétrico, o qual é conectado à bomba. A Figura 1.1 ilustra um 








O sistema de selagem mecânica tem como principal função evitar a 
contaminação do óleo do motor pelos fluidos de produção. Também atua suportando 
o esforço axial transmitido pelo eixo da bomba e promovendo volume adicional 
necessário para armazenar a expansão do óleo do motor gerado pelo calor (OLIVA, 
2013). A bomba utilizada no sistema de BCS possui uma aparência externa que se 
assemelha a uma tubulação. Os componentes básicos que a compõem estão 
ilustrados na Figura 1.2. Uma breve descrição desses componentes é feita a seguir. 
Impelidor (rotor) – Este componente é chavetado ao eixo e gira na rotação 
do motor. A medida que o rotor gira, ele confere força centrífuga ao fluido de produção, 
dessa forma, elevando a sua energia cinética. 
Difusor – Neste componente é onde ocorre a transformação da maior parte 
da energia cinética com que o fluido sai do impelidor, em pressão. É um elemento 
estático, ou seja, não rotaciona.  
Estágio da bomba – Um estágio da bomba é formado pela combinação de 
um impelidor e um difusor. 
 
 
Figura 1.2 – Componentes básicos de uma BCS. (Adaptado, BAKER HUGHES HANDBOOK, 2009). 
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Eixo – O eixo da bomba está conectado ao motor (através do separador de 
gás e do selo de vedação) e gira com a rotação do motor. 
Mancal radial – Os rotores são montados no eixo do motor intercalados por 
mancais radiais para evitar instabilidades mecânicas em altas rotações, devido à 
grande esbeltez do conjunto (MINETTE, 2014). Restringem o deslocamento no 
sentido transversal ao eixo. 
 
 
1.2 Identificação de Propriedades Dinâmicas 
 
 
Para sistemas como o de BCS, por exemplo, um dos principais propósitos 
é poder prever o seu comportamento dinâmico, ou seja, descrever como o sistema 
responderá sob determinadas condições de operação. Para isso modelos numéricos 
ou analíticos são desenvolvidos de forma a corresponder à realidade física do sistema 
sob determinado nível de refinamento. Tais modelos contêm informações da massa e 
rigidez do sistema sob a forma de matrizes. Além disso, modelo de amortecimento 
pode ser inserido. 
A partir de um modelo analítico ou numérico descrito em função das 
propriedades de massa, rigidez e amortecimento do sistema um estudo pode ser 
conduzido a fim de obter suas propriedades dinâmicas ou modais; isto é, suas 
frequências naturais, taxas de amortecimento e modos de vibrar. A esse processo dá-
se o nome de análise modal teórica. Um modelo mais compacto do sistema – modelo 
modal – é   obtido em termos de suas propriedades dinâmicas, descrevendo-se assim 
o seu comportamento como uma função delas. 
Quando não há um modelo numérico ou analítico de um sistema disponível 
a solução é realizar testes experimentais a fim de identificar suas propriedades 
dinâmicas. É através da técnica de análise modal experimental que um conjunto de 
dados é obtido via teste, a saber as funções de resposta em frequência (FRF) ou as 
funções de resposta ao impulso (FRI). Essas funções são então as informações de 
entrada em algoritmos de identificação modal, por meio dos quais as propriedades 
dinâmicas são estimadas. As etapas comuns de uma análise de vibração são 




Figura 1.3 – Fluxo teórico e experimental para análise de vibração. 
 
 
Uma vez em posse de um modelo modal o qual pode ser usado para 
descrever o comportamento dinâmico de um sistema ou de seus componentes (MAIA, 
et al., 1997), pode-se aplicar técnicas de subestruturação, prever sua resposta 
dinâmica sob determinado carregamento, identificar forças atuantes, entre outras.  
 
 
1.3 Motivação e Objetivos 
 
 
O objetivo deste trabalho é apresentar a aplicação de um 3D SLDV no 
processo de análise modal experimental para a identificação das propriedades 
dinâmicas de um modelo de BCS de nove estágios, fora de operação, do tipo que 
operará na bancada experimental de BCS, Figura 1.4. A bancada está montada no 
Laboratório de Ensaios Dinâmicos (LabEDin), localizado na UNICAMP. Neste estudo 
não são levados em consideração efeitos de escoamento nem efeito giroscópico. 
Por ser um sistema de grande interesse para a indústria petrolífera, o 
conhecimento das propriedades dinâmicas do conjunto de BCS e também de seus 
equipamentos separadamente se torna valioso para o estudo do seu comportamento 
e, consequentemente, sua confiabilidade.  
Por isso, embora a bomba seja apenas um dos equipamentos do sistema 
de BCS, a determinação do seu modelo modal pode ser útil para a elaboração de 
Análise modal experimental 
Análise modal teórica 
 Φ , Formas modais 
𝜔𝑟, 𝜉𝑟 Frequências 
naturais e taxas de 
amortecimento 
Matrizes: 
 𝑀 , Massa 
 𝐶 , Amortecimento 
 𝐾 , Rigidez 




Modelo espacial Modelo modal Modelo de resposta 
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modelos mais abrangentes do conjunto de BCS, por exemplo, utilizando técnicas de 
subestruturação. Técnicas de subestruturação também podem ser utilizadas para 
identificar a influência do comportamento dos componentes internos da bomba sobre 
o seu comportamento dinâmico, já que a medição experimental das vibrações dos 




Figura 1.4 – Bancada experimental de BCS. 
 
 
 Considerando ser mais difícil a medição experimental dos componentes 
internos da bomba e lembrando o fato de a rigidez ser uma das propriedades 
diretamente relacionada às propriedades modais do sistema, ela é importante para 
determinar o comportamento dinâmico do sistema em estudo. Nesse sentido, como 
objetivo específico, propõe-se avaliar indiretamente e de forma analítica a contribuição 
de rigidez devida ao conteúdo interno da bomba.  
O método adotado para isso é um método de correção de modelo 
adaptado. Após o teste modal da bomba completa, realizou-se também um teste 
modal somente da carcaça sem o conteúdo interno. A partir dos dois conjuntos de 
dados modais identificados; isto é, correspondente à bomba completa e à carcaça, 
propõe-se estimar a contribuição de rigidez associada ao conteúdo interno da bomba, 
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2 REVISÃO DA LITERATURA  
 
 
2.1 Vibração em Bombas Centrífugas Submersíveis 
 
 
A BCS é um equipamento rotativo amplamente utilizado na indústria da 
produção de petróleo para o transporte multifásico de fluídos. O seu comportamento 
vibratório tem características particulares e estudos vem sendo realizados para buscar 
compreendê-los. Muitos deles buscam correlacionar as vibrações aos parâmetros do 
escoamento.  
Merini (2011) propõe procedimentos para medição de fração volumétrica 
em escoamento bifásico a partir de um sistema não intrusivo baseado em sinais de 
força e vibração. Estudo que aponta fortemente para a existência de relação entre 
parâmetros do escoamento multifásico e vibração na estrutura. 
Ainda nesse contexto, com base em dados de vibração estrutural da 
carcaça e da operação de uma bomba do bombeio centrífugo submerso, Foresti 
(2014) buscou identificar as condições de operação através da aplicação de métodos 
de diagnósticos de falhas adaptados à identificação dos parâmetros de operação de 
BCS. Nesse estudo, o autor alcançou bom desempenho na detecção do tipo de 
escoamento (monofásico ou bifásico), na identificação da vazão mássica de gás 
escoado e na estimação da vazão de líquido transportado pelo BCS. 
Em um estudo numérico, Bak (2012) apresenta um modelo de elementos 
finitos de uma BCS capaz de analisar seu comportamento dinâmico em relação às 
vibrações. Através do modelo proposto, obteve a resposta oscilatória para excitações 
torcionais em regime permanente e transiente e as tensões correspondentes a tais 
situações. As frequências naturais da vibração torcional também foram obtidas, além 
de realizar análises da influência de alguns parâmetros construtivos da bomba, como 
número de estágios ou diâmetro externo, em sua resposta dinâmica. 
Também por meio de simulação numérica, Jiang et al. (2006) obteve a força 
induzida pelo escoamento monofásico de água agindo sobre a carcaça de uma 
bomba. Com base nisso, aplicou a força obtida como condição de contorno à estrutura 
da bomba, obtendo a vibração estrutural. Enquanto que Escaler et al. (2010) observou 
uma redução de 10% e um aumento de 0,5% nas frequências naturais e no 
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amortecimento, respectivamente, de um estágio quando a bomba estava imersa em 
água em comparação quando estava fora da água. 
Com base nos trabalhos pesquisados nesta área, muitos deles agregaram 
conhecimento na área de vibrações em BCS e, principalmente, na busca por 
correlacionar os dados de vibração aos parâmetros de escoamento. No entanto, as 
velocidades críticas dos equipamentos obtidas sob testes, ainda que fora de operação 
geralmente não são informadas pelos fabricantes de BCS. Segundo Foresti (2014), 
há dúvidas sobre a origem de alguns picos observados na vibração de carcaça de 
BCS em testes. Isso aponta para a necessidade de mais pesquisas tanto em relação 
às propriedades dinâmicas da bomba quanto a dos outros equipamentos do conjunto, 
fora de operação ou operante. 
 
 
2.2 Teste Modal em Estruturas Mecânicas 
 
 
Com o advento da análise modal experimental na busca pela compreensão 
do comportamento dinâmicos de estruturas, muitos trabalhos têm sido desenvolvidos 
e publicados os quais delineiam os fundamentos teóricos subjacentes à técnica e a 
sua execução. As principais referências da área (MAIA, et al. 1997), (ALLEMANG, 
1999), (EWINS, 2000), contribuíram fortemente para a elucidação deste assunto. 
Em um trabalho mais recente, Minette (2014) propõe o desenvolvimento de 
uma metodologia para aplicação de um método de análise modal para identificação 
de parâmetros dinâmicos de conjuntos de bombeio centrífugo submersos em 
condições de operação. Usou como base o ajuste de modelos matemáticos 
construídos através do método da exponencial complexa – mínimos quadrados 
(LSCE). 
Pawlowski et al. (2016) executaram a análise modal teórica e experimental 
de uma unidade cilíndrica preenchida com espuma de poliuretano como uma forma 
de melhorar suas propriedades dinâmicas. No artigo, as propriedades dinâmicas da 
unidade do cilindro como parte do mecanismo de levantamento de cargas 
cenográficas foram investigadas devido a problemas de ruído e vibração. A análise 
modal teórica confirmou e identificou a principal fonte de ruído. A análise modal 
experimental da unidade de cilindro oco, bem como do cilindro com o enchimento de 
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espuma foram realizadas. Os resultados mostraram melhora significativa das 
propriedades dinâmicas devido à diminuição da amplitude de vibração nos três 
primeiros modos de vibração do cilindro cheio.  
Com base na implementação da técnica enhanced fequency domain 
decomposition (EFDD), entre outras, Correia (2017) identificou as propriedades 
modais de um conjunto de bombeio por cavidades progressivas (BCP) através da 
análise modal experimental do conjunto. Nesse trabalho foram analisadas estruturas 
relacionadas ao conjunto BCP, como a coluna de revestimento, onde o conjunto foi 
instalado, além de um dos seus principais subsistemas, o conjunto rotor-estator. 
 
 
2.3 Uso do Vibrômetro a Laser Doppler  
 
 
Muitos trabalhos na área de vibração têm recorrido à medição sem contato; 
isto é, uso dos vibrômetros a laser Doppler. Souza (2014) realizou uma análise modal 
experimental em uma placa retangular de alumínio na condição livre-livre, utilizando 
vibrômetro a laser Doppler para medir a resposta vibratória. Verificou os efeitos de 
ruídos no experimento e sugere a necessidade de utilização de métodos para 
suavização de sinais e utilização de instrumentos e técnicas apropriadas para a 
obtenção de resultados confiáveis e de qualidade. 
Braga (2014) também realizou e caracterizou um ensaio experimental de 
análise modal com a utilização do vibrômetro a laser. Nesse trabalho o autor explorou 
a funcionalidade diferencial do laser, a qual permite obter leituras diferencias entre 
dois objetos diferentes. Realizou simulação numérica de um conjunto de três placas 
metálicas com características dinâmicas diferentes e validou com os resultados 
experimentais. 
Em seu artigo, Ewins et al. (2014) exploram com algum detalhe o uso 
efetivo do vibrômetro laser Doppler de varredura como uma ferramenta para análise 
modal e atualização de modelos. Em outro artigo, Sels et al. (2017) apresentam uma 
nova técnica de medição por vibrômetro laser Doppler (Laser Doppler Vibrometer - 
LDV) totalmente automatizada. O procedimento proposto permite que os usuários 
testem protótipos em um tempo menor, porque os locais de medição física são 
determinados sem a interação do usuário. Outro benefício dessa metodologia é que 
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ela incorpora o mapeamento automático entre um modelo CAD e medições de 
vibração. 
 A precisão dos componentes de vibração no plano e fora do plano pode ser 
degradada, dependendo do ângulo de medição. Além da precisão, o ruído contido no 
LDV pode ser amplificado dependendo do ângulo de medição. Neste sentido, Khalil et 
al. (2016) implementaram uma metodologia de análise para os ângulos, que é 
conduzida para medições de vibração 2D antes de estender para 3D. Finalmente, 
experimentos são realizados para 2D e 3D em ângulos pequenos e apropriados, e os 
resultados extraídos são comparados àqueles obtidos usando um acelerômetro 3D. 
  Os 3D SLDV também têm sido utilizados para medições de deformações. 
Wildy et al. (2010) apresenta alguns resultados iniciais de medições precisas sem 
contato de campos de deformações com base nos recentes avanços na vibrometria 
de varredura a laser 3D. A teoria subjacente da vibrometria a laser é inicialmente 
revisada. A técnica foi aplicada a vários espécimes de placa e os resultados do 
experimento são apresentados, seguidos de uma discussão sobre as vantagens e 
limitações desta técnica avançada, que tem muitas aplicações potenciais 
interessantes em engenharia e tecnologia modernas. 
Ainda na área do estudo de tensões e deformações, Vuye et al. (2011) 
usaram um 3D SLDV para medir campo de deslocamento 3D de uma pá de ventilador, 
que é então usado para calcular as distribuições dinâmicas de deformação. Os 
resultados experimentais foram validados usando um modelo de elementos finitos em 
conjunto com medições provenientes de um extensômetro. Mostra-se que esta técnica 
é capaz de medir a tensão normal muito abaixo de 1 micro da unidade de deformação. 
Esta técnica tem o potencial de preencher a lacuna de medir com precisão as tensões 
normais e de cisalhamento pequenas (campo completo), nas baixas e altas 




2.4 Correção de Modelo 
 
 
Existem muitas aplicações para as quais os resultados de um teste modal 
podem ser empregados. Em todos os casos, um teste modal é realizado para obter 
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um modelo matemático da estrutura. Uma das aplicações possíveis dos resultados de 
um teste modal é o ajuste ou atualização do modelo de elementos finitos de uma 
estrutura com base em dados experimentais dessa estrutura. Alguns trabalhos são 
citados a seguir. 
Imregun & Visser (1991) revisam a literatura pertencente ao campo de 
atualização de modelos onde um modelo derivado analiticamente é corrigido à luz dos 
dados medidos. Abordam técnicas de atualização de modelos em uma notação 
consistente e unificada. Mottershead e Friswell (1993), Ewins (2000) também 
fornecem uma revisão precisa do estado da arte do tema e os métodos envolvidos. 
Imregun et al. (1995) descrevem a formulação básica para o método de 
atualização baseado na função de resposta em frequência e discute várias possíveis 
estratégias de solução. Estudos sistemáticos são conduzidos no caso de uma 
estrutura de viga simples para investigar a singularidade do modelo atualizado, a 
eficácia da técnica no caso de dados experimentais ruidosos e incompletos, a 
importância da direção de excitação e as implicações de incompatibilidade de 
coordenadas. Aspectos numéricos como estabilidade e convergência também são 
estudados em alguns detalhes. 
Em um outro trabalho mais recente em relação aos citados, Schedlinski et 
al. (2004) apresentam uma estratégia de validação integrada que leva em 
consideração toda uma cadeia de processo, desde o projeto de teste baseado em 
modelo, passando por testes modais, avaliação de dados, correlação de teste / análise 
até a atualização de modelos computacionais. Por meio do chassi de um carro real os 
passos da estratégia de validação são destacados. Mostra-se resultados animadores 
de validação dos parâmetros modais obtidos até mesmo para sistemas muito 
complexos. 
Em vista dos trabalhos desenvolvidos, este é mais um novo trabalho 
na área de análise modal experimental utilizando um 3D SLDV. Apesar de não 
fazer uso de métodos de correção de modelo para corrigir efetivamente um 
modelo numérico, expõe uma forma de usar um dos métodos de correção para 
determinar a informação de rigidez de um elemento estrutural não medido 





3 FUNDAMENTOS TEÓRICOS 
 
 
3.1 Conceitos Básicos: Sistema de Um e Múltiplos GDL 
 
 
O modelo matemático mais simples possível para descrever a dinâmica de 
um sistema é aquele com um grau de liberdade (1 GDL), ou seja, com apenas uma 
coordenada física é possível descrever completamente a sua configuração espacial 
no tempo; isto é, o seu movimento. Tal descrição utiliza-se das propriedades espaciais 
de massa, rigidez e amortecimento do sistema. Por esse motivo é conhecido como 
modelo espacial. A equação de movimento para um sistema de 1 GDL com 
amortecimento viscoso, considerando-se o movimento de translação é dada por: 
            
          𝑚 ?̈? 𝑡 + 𝑐?̇? 𝑡 + 𝑘𝑥 𝑡 = 𝐹 𝑡  
        
(3.1) 
Sendo m, c e k a massa, a constante de amortecimento e a rigidez do 
sistema, respectivamente; são as propriedades físicas ou espaciais do sistema. F(t) é 
a força de excitação do sistema; 𝑥 𝑡 , ?̇? 𝑡  e ?̈? 𝑡  são as funções no tempo da posição, 
velocidade e aceleração do sistema, nessa ordem. 
Ao resolver a equação homogênea associada à Equação 3.1, obtém-se 
uma equação característica cujas raízes são os autovalores do sistema. Se o sistema 
é subamortecido; os autovalores apresentam uma parte imaginária, responsável pela 
oscilação da resposta do sistema e uma parte real, responsável pelo decaimento da 
resposta no tempo. E nesse caso, os autovalores são pares complexos conjugados 
escritos como: 
 
            s1,2 = −ωnζ ±  iωn√1 − ζ2         (3.2) 
 
                 Onde ζ =  c
2√k.m
⁄   e  ωn = √
k
m⁄  são o fator de amortecimento e a 
frequência natural do sistema, na sequência; conhecidos como propriedades 
dinâmicas ou modais do sistema. As relações entre as propriedades físicas e 
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dinâmicas tais como apresentadas no início deste parágrafo são definidas daquela 
forma somente para sistemas com 1 GDL. 
 A Figura 3.1 ilustra um exemplo de sistema físico e o seu correspondente 
modelo matemático de 1 GDL utilizado para investigar as vibrações no sentido vertical. 
Neste modelo, a massa equivalente (meq) inclui as massas das rodas, do corpo do 
veículo e do motociclista. A rigidez equivalente (keq) abrange as rigidezes dos pneus, 
suspensão e motociclista, enquanto a constante de amortecimento equivalente (ceq) 




Figura 3.1 – Modelagem de sistema físico (a) Motocicleta com motociclista (b) Modelo matemático de 
1 GDL. (Adaptado, RAO, 2011). 
 
 
Considerando-se uma excitação da forma, 𝐹 𝑡 =  𝐹𝑒𝑖𝜔𝑡, a solução assume 
a forma 𝑥 𝑡 =  𝑋𝑒𝑖𝜔𝑡. Substituindo essas duas equações na Equação (3.1), fica: 
 
      −𝜔2𝑚 + 𝑖𝜔𝑐 + 𝑘 𝑋𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝐹𝑒𝑖𝜔𝑡         (3.3) 
 
De onde se obtém o modelo de resposta na forma de uma função nomeada 
como função de resposta em frequência, dada por: 
 





 𝑘 − 𝜔2𝑚 + 𝑖 𝑐𝜔 
 (3.4) 
 
Neste caso particular onde o parâmetro de resposta é o deslocamento, a 
FRF recebe o nome de receptância (α(ω)) do sistema. Ademais, é uma função 
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complexa contendo ambas as informações de magnitude, fase e evidentemente das 
propriedades do sistema. A função inversa da FRF receptância é a rigidez dinâmica 
do sistema, dada por: 
 
𝑍 𝜔 =   𝑘 − 𝜔2𝑚 + 𝑖 𝑐𝜔  (3.5) 
 
 Existem outros dois tipos de FRF bastante usados, a saber a mobilidade e 









=  𝑖𝜔𝛼 𝜔   (3.6) 
 








=  −𝜔2𝛼 𝜔   (3.7) 
 
As relações inversas da mobilidade e da acelerância são chamadas de 
impedância mecânica (F(ω)/V(ω)) e massa aparente (F(ω)/A(ω)) do sistema, 
respectivamente. A Tabela 3.1 resume os detalhes das FRF descritas e os nomes 
usados para elas. 
 
 
Tabela 3.1 – Formas alternativas de Funções de Resposta em Frequência. 





Velocidade Mobilidade Impedância Mecânica 
Aceleração Acelerância, Inertância Massa Aparente 
 
 
Como foi visto, a FRF é uma função complexa e, por isso, pode ser 
representada graficamente através das suas partes real e imaginária e também por 
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meio da sua amplitude e fase. A Figura 3.2 ilustra o gráfico tridimensional da 
receptância para um sistema de 1 GDL com amortecimento viscoso. É possível 
observar neste gráfico as partes real e imaginária da receptância através das 





Figura 3.2 – Gráfico tridimensional da FRF de um Sistema de 1 GDL. (EWINS, 2000). 
 
 
Além disso, a Figura 3.3 exibe as curvas de magnitude em escala linear e 




Figura 3.3 – Gráficos da magnitude e fase da receptância versus frequência. (MAIA et al., 1997). 
  
 
Muitas vezes, devido à disparidade de amplitudes da grande quantidade de 
dados que devem ser considerados, é adequado fazer uso de escalas logarítmicas. 





Figura 3.4 – Gráfico em escala linear-log da receptância, mobilidade e acelerãncia, na sequência. (HE 
& FU, 2001). 
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Sendo a escala em decibel (dB) definida de acordo com a Equação 3.8 para 
a FRF receptância, por exemplo (He & Fu., 2001). 
 
𝛼 𝜔 𝑑𝐵 = 20 𝑙𝑜𝑔10
|𝛼 𝜔 |
1𝑚 𝑁⁄
  (3.8) 
 
 Os sistemas mecânicos reais são constituídos em termos da distribuição 
espacial das suas propriedades básicas de massa, rigidez e amortecimento. Por isso, 
modelar um sistema mecânico real pode ser muito complexo. Em muitos casos, 
resultados satisfatórios podem ser alcançados se as propriedades básicas são 
discretizadas utilizando-se elementos que, adequadamente combinados, podem 
representar a dinâmica do sistema com determinada precisão (MAIA et al., 1997). 
Na seção anterior foi visto um modelo discreto mais simples possível de 
modelar um sistema, chamado de sistema de 1 GDL. Contudo, a maioria das 
estruturas reais não podem ser modeladas adequadamente assumindo-se um modelo 
de 1 GDL, pois são sistemas elásticos contínuos que possuem infinitos graus de 
liberdade. Portanto, para descrever o comportamento dinâmico de estruturas reais 
utiliza-se um modelo com número finito de graus de liberdade, uma quantidade 
conveniente, sendo conhecido como modelo de múltiplos graus de liberdade. 
Reescrevendo a Equação 3.1 para sistema com N graus de liberdade (N GDL), 
resulta: 
 
 𝑴 {?̈? 𝑡 } +  𝑪 {?̇? 𝑡 } +  𝑲 {𝑥 𝑡 } =  {𝐹 𝑡 }  (3.9) 
 
Sendo [M] NxN, [C] NxN e [K]NxN matrizes simétricas de massa, amortecimento 
e rigidez, respectivamente. {𝑥 𝑡 }Nx1, {?̇? 𝑡 }Nx1 e {?̈? t }Nx1 são vetores de 
deslocamento, velocidade e aceleração; {𝐹 𝑡 } é o vetor de forças externas atuantes 
no sistema. Para a obtenção das propriedades modais naturais, realiza-se a análise 
modal analítica. Inicialmente, considera-se somente as propriedades de massa e 
rigidez do sistema além do vetor de forças externas nulo. 
 




Neste caso, assumindo a solução da forma, {𝑥 t } =  {𝑋}𝑒𝑖𝜔𝑡, substituindo 
essa solução na Equação 3.10 e lembrando que {?̈? t } =  −𝜔2{𝑋}𝑒𝑖𝜔𝑡, tem-se: 
 
  𝐊 − 𝜔2 𝐌  {𝑋}𝑒𝑖𝜔𝑡  =  {0}  (3.11) 
 
A solução não-trivial da Equação 3.11 deve satisfazer a seguinte relação: 
 
det| 𝐊 − ω2 𝐌 | = 0 (3.12) 
 
A partir da qual podem ser encontrados 𝑁 valores de ω2 
(𝜔1
2, 𝜔2
2, … , 𝜔𝑟
2, … , 𝜔𝑁
2    , nomeadas como as frequências naturais do sistema não-
amortecido. Substituindo cada um dos 𝑁 valores de frequência natural na Equação 
3.11 resulta em um correspondente conjunto de 𝑁 vetores para {𝑋} ({𝜓}𝑟), os assim 
chamados vetores modais, ou simplesmente modos, relacionadas àquelas 
frequências naturais. As componentes dos vetores modais expressam deslocamentos 
relativos entre si. 
Assim, a solução completa da análise modal analítica de um sistema não-
amortecido pode ser expressa por duas matrizes representando o modelo modal do 
sistema. Uma matriz dos autovalores, matriz diagonal composta pelas N frequências 
naturais ao quadrado  ⋱ 𝜔𝑟
2 ⋱ 𝑁𝑥𝑁,  e a matriz dos autovetores  Ψ 𝑁𝑥𝑁. Uma 
característica importante a ressaltar é o fato de as frequências naturais serem 
quantidades fixas enquanto que as formas modais estão sujeitas a um fator de escala 
o qual não afeta a forma modal, somente a amplitude das componentes do vetor 
modal. 
Uma propriedade muito importante de um modelo modal é conhecida como 
propriedade de ortogonalidade, que estabelece as seguintes relações: 
 
 Ψ 𝑇 𝑴  Ψ =   ⋱ 𝑚𝑟 ⋱  (3.13) 
 
 Ψ 𝑇 𝑲  Ψ =   ⋱ 𝑘𝑟 ⋱  (3.14) 
 
A partir das Equações 3.13 e 3.14, pode-se obter  ⋱ 𝜔𝑟
2 ⋱ =   𝑚𝑟 
−1 𝑘𝑟 , 
onde 𝑚𝑟 e 𝑘𝑟 são referidas como massa modal e rigidez modal associadas ao modo 
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𝑟, respectivamente. A normalização pela massa é um importante processo de 
normalização. A relação entre os vetores modais normalizados pela massa, {𝜙}𝑟 , e 







Por essa relação, os autovetores normalizados pela massa têm a seguintes 
propriedades particulares: 
 
 Φ 𝑇 𝑴  Φ =  𝐼  (3.16) 
 
 Φ 𝑇 𝑲  Φ =  ⋱ 𝜔𝑟
2 ⋱  (3.17) 
 
No caso de sistemas N GDL com amortecimento viscoso geral ao resolver 
o problema de autovalor, que agora é complexo, existem agora 2N autovalores 𝜆𝑟 
ocorrendo em pares complexos conjugados. Além disso, existem 2N autovetores 
também ocorrendo em pares complexos conjugados. Portanto, a solução completa do 






∗           𝑟 = 1,… ,𝑁 (3.18) 
 
Mais informações sobre o assunto e demonstrações das relações vistas 
podem ser consultadas nas referências Maia et al., 1997; Allemang, 1999 e Ewins, 
2000. Para sistemas contínuos modelados com 𝑁 grau de liberdade, com 
amortecimento viscoso, a FRF receptância agora assume uma expressão que 
estabelece um somatório das contribuições dos diferentes modos de vibração, ou 
seja, a receptância total é escrita como uma superposição dos 𝑟 modos de vibrar do 
sistema. É definida como a resposta de deslocamento na coordenada 𝑑 devido à força 
excitadora na coordenada 𝑠 com todas as outras forças nulas, como pode ser 

















  (3.19) 
 
brAds é denominado resíduo do modo 𝑟  rAds
∗  é o complexo conjugado de 
brAds).  𝜆r é o autovalor correspondente ao modo 𝑟 e recordando a Equação 3.2, 
contém as informações de frequência natural e amortecimento do modo 
correspondente. Assim, a Equação 3.19 pode ser reescrita como (MAIA et al., 1997): 
 
αds ω =  ∑(
brAds








  (3.20) 
 
 Portanto, vê-se que a FRF pode ser disposta em uma forma matricial onde 
cada elemento é escrito como uma superposição de cada modo. A partir dos dados 
medidos, essa é a função que é ajustada na prática e expressa a relação 
entrada/saída do sistema. Uma vez medindo a excitação e a resposta do sistema é 
possível obter um conjunto de funções de resposta em frequência e, por sua vez, 
utilizá-las como dados de entrada em algoritmos de extração de parâmetros modais. 
 
 
3.2 Processamento de Sinais 
 
 
Na teoria de processamento de sinais a análise em frequência de sinais 
periódicos e transitórios dá-se pelo uso da série de Fourier e transformada de Fourier, 
nessa ordem. Todo sinal 𝑥 𝑡  transitório, que satisfaz as condições de Diritchlet em 
todo intervalo finito e, tal que, ∫ 𝑥 𝑡 𝑑𝑡
+∞
−∞
 existe (ARRUDA, 2008) pode ser expresso 
sob as formas dadas nas Equações 3.21 e 3.22. Através dessa ferramenta matemática 
é possível a representação no domínio da frequência de um sinal contínuo no domínio 
do tempo e vice-versa. 
 












No entanto, a definição da transformada de Fourier pela expressão (3.22) 
traz consigo uma dificuldade de obtenção prática devido aos limites de integração. 
Uma vez que os sinais tratados provêm da observação de fenômenos físicos, logo 
terão um início e um término dentro de limites finitos no tempo. Matematicamente, 
tem-se como consequência o truncamento do sinal. Seguindo essa ideia, por exemplo, 
a observação de um sinal senoidal 𝑥 𝑡  consiste no produto desse sinal por uma 
função janela retangular 𝑟 𝑡  definida em um intervalo de tempo finito. A Figura 3.5 




Figura 3.5 – Senóide observada com janela retangular em vermelho, gráfico superior. Transformada 
de Fourier do sinal resultante, gráfico inferior. (ARRUDA, 2008). 
 
 
O símbolo ∗ expressa a operação convolução. Pelo teorema da 
convolução, a multiplicação no tempo corresponde a fazer no domínio da frequência 
a convolução da transformada da senóide com a transformada da função janela 
retangular. De uma forma geral, dada a janela 𝑤 𝑡  com transformada 𝑊 𝑓  e um sinal 
𝑦 𝑡  com transformada 𝑌 𝑓  observado através dela, tem-se: 
 
𝑤 𝑡 . 𝑦 𝑡 ↔ 𝑊 𝑓 ∗ 𝑌 𝑓  (3.23) 
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Sabe-se da teoria que, se o sinal truncado tem componentes de 
frequências vizinhas, os lóbulos laterais introduzirão erros nas amplitudes. Para 
atenuar esse problema, podem-se utilizar outras formas de janelas onde se consegue 
redução das amplitudes dos lóbulos laterais com perda da precisão na medida da 
frequência, pois o lóbulo central fica mais largo. A Figura 3.6 exibe uma comparação 
entre as janelas retangular, Hanning e Hamming no domínio do tempo e suas 








Nos analisadores modernos, a janela mais utilizada é a Hanning, cuja 
expressão no tempo e na frequência, respectivamente, são dadas pelas Equações 
3.24 e 3.25. 
 






















𝑊 𝑓 =  
1
4






𝑅 𝑓 + 
1
4







Observa-se na Figura 3.7 que o lóbulo central da janela Hanning é mais 
largo que o da janela retangular. No entanto, os lóbulos laterais da janela Hanning são 
consideravelmente atenuados, se comparados com os da janela retangular. 
 




Uma das etapas de um teste modal é a aquisição dos sinais, onde ocorre 
o processo conhecido por amostragem. Basicamente, um sinal analógico 𝒚 𝒕  é 
convertido em um sinal discreto 𝒚 𝒏  que passa a assumir valores finitos separados 
por 𝒏 intervalos inteiros de tempo ∆𝒕. A relação entre o sinal analógico e discreto é 
dada abaixo. 
 
𝑦 𝑛 = 𝑦 𝑡 = 𝑛∆𝑡  (3.26) 
 
Assim, admitindo um sinal discreto no tempo 𝑥 𝑛 , com duração finita igual 
a 𝑁, a TDF (transformada discreta de Fourier) é definida como (JOAQUIM, 2010): 
 





,   𝑘 = 1, 2, … ,𝑁 − 1. (3.27) 
 
Adicionalmente, 𝑓𝑎 = 1 ∆𝑡⁄ , é a frequência de amostragem do sinal ou taxa 
de aquisição. No processo de amostragem a maior frequência presente no sinal 
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amostrado, 𝑓𝑚á𝑥, deve ser menor ou igual à 𝑓𝑎 2⁄  (frequência de Nyquist) para que não 
ocorra distorções (aliasing) no domínio da frequência causadas por rebatimento. 
No caso de sinais aleatórios é necessária a aplicação de conceitos 
estatísticos para analisar as características médias do sinal e dos estimadores das 
grandezas de interesse (ARRUDA, 2008), tais como média, valor médio quadrático, 
função autocorrelação. São processos estacionários aqueles cujas propriedades 
médias se mantêm constantes no tempo. São processos ergódigos quando as 
propriedades médias calculadas no tempo para qualquer realização individual são 
iguais às propriedades calculadas a partir de médias de conjunto. As funções, 
representativas das características médias ao longo do tempo são expressas como: 
 




∫ 𝑥𝑘 𝑡 𝑑𝑡
𝑇
0
  (3.28) 
 
𝜑𝑘




∫ 𝑥𝑘 𝑡 𝑑𝑡
𝑇
0
  (3.29) 
 









Tais funções também podem ser representadas através de médias de 
conjunto com base nas realizações de um processo para um dado instante de tempo: 
 




∑ 𝑥𝑘 𝑡 
𝑁
𝑘=1
   (3.31) 
 
𝜑𝑘








  (3.32) 
 




∑ 𝑥𝑘 𝑡 𝑥𝑘 𝑡 +  𝜏 
𝑁
𝑘=1
   (3.33) 
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Para sinais discretos as estimativas de média, variância e autocorrelação 





∑ 𝑥 𝑛 
𝑁
𝑛=1








 𝑛    (3.35) 
  
?̂?𝑥𝑥 𝜏 =  
1
𝑁





Outras funções são utilizadas para descrever um sinal aleatório no domínio 
da frequência; a saber, a função auto densidade espectral de potência e a densidade 
espectral de potência cruzada, sendo definidas com base na transformada de Fourier 
para 𝑞 amostras por: 
 






















 𝑓, 𝑇 𝑌𝑘 𝑓, 𝑇  (3.38) 
 
Numericamente, as relações acima são obtidas de forma aproximada por 
meio da transformada discreta de Fourier, expressas por: 
 










,    𝑟 = 0,… ,𝑁 − 1. (3.39) 
 















Com base nas definições de densidade espectral de potência, pode-se 
estabelecer relações entrada/saída para um sistema linear em termos de auto-
espectros e espectros cruzados de potência, para sinais aleatórios. Na prática, onde 
o propósito é determinar a FRF a partir dos sinais 𝑥 𝑡  e 𝑦 𝑡  aleatórios medidos, são 
definidos os estimadores ?̂?1 e ?̂?2, escritos como: 
 










Define-se também a função de coerência ordinária, dada por: 
 
𝛾𝑥𝑦
2  𝑓 =  
|𝑆𝑥𝑦 𝑓 |
2
𝑆𝑥𝑥 𝑓 𝑆𝑦𝑦 𝑓 
 (3.43) 
 
Se os sinais x(t) e y(t) estabelecem uma relação linear, a coerência é 
unitária. Na prática, a função de coerência ordinária difere da unidade devido a um 
dos fatores listados abaixo (MAIA et al., 1997): 
 
 Presença de ruído externo na medição; 
 Estimativa da densidade espectral de potência com erros de tendência; 
 Relação não-linear entre a entrada e a saída; 










3.3 Vibrômetro a Laser Doppler de Varredura 3D 
 
 
3.3.1 Princípio de Funcionamento 
 
 
A fonte de laser do vibrômetro utilizado neste trabalho é do tipo hélio-neônio 
com comprimento de onda de 633 nm, opera com base no princípio da interferência 
óptica. A interferência óptica pode ser observada quando dois feixes de luz coerentes 
são postos a coincidirem (POLYTEC, 2012). A intensidade resultante, por exemplo, 
sobre o fotodetector, varia com a diferença de fase φ entre os dois feixes e é definida 
abaixo: 
            
 𝐼 𝜑 =  
𝐼𝑚á𝑥
2
 1 + cos𝜑  
     
(3.44) 
A diferença de fase φ é uma função da diferença de trajetória entre os dois 
feixes de acordo com: 
     
  𝜑 = 2𝜋
𝐿
𝜆
    
     
(3.45) 
Onde λ é o comprimento de onda do laser. Se um dos dois feixes é 
espelhado de volta a partir do objeto em movimento (o feixe do objeto), a diferença de 
trajetória torna-se uma função do tempo L = L(t). O padrão da franja de interferência 
move sobre o detector e o deslocamento do objeto pode ser determinado usando 
contagem direcionalmente sensível do padrão de franjas que passa. 
A componente de velocidade na direção do feixe do objeto é uma função 




= 𝑣 𝑡 . 2 (3.46) 
 





















Portanto, um movimento constante do objeto causa uma mudança de 
frequência no feixe do objeto, que é chamado de efeito Doppler, fD. Superpondo o 
feixe do objeto e o feixe interno de referência; isto é, duas ondas eletromagnéticas 
com frequências levemente diferentes, gera uma frequência de batimento no detector 
que é igual ao desvio Doppler. A relação (3.48) para determinar a velocidade é, no 
entanto, independente do seu sinal. A direção da velocidade pode ser determinada 
pela introdução de um desvio de frequência fixo adicional no interferômetro ao qual o 
desvio Doppler é adicionado com o sinal correto. 
Portanto, a frequência resultante no detector, fmod, é dada por: 
 





Interferômetros deste tipo que são direcionalmente sensíveis são definidos 
como heteródinos. As aquisições de deslocamento e velocidade dos vibrômetros da 
Polytec são realizadas usando um interferômetro Mach-Zehnder modificado. A Figura 





Figura 3.8 - Configuração óptica do interferômetro no 3D-SLDV. (POLYTEC, 2012). 
 
 
3.3.2 Fluxo de Medição 
 
 
Ao trabalhar com um vibrômetro a laser, a série de passos básicos a 
realizar é mostrada a seguir. 
 
 Posicionamento dos cabeçotes de digitalização – definição de 
parâmetros como distância entre os cabeçotes e a peça de teste, 
ângulos de digitalização; 
 Realização do alinhamento 2D – estabelecimento da relação entre o 
sistema de coordenadas de vídeo e scanner; 
 Realização do alinhamento 3D – Definição do posicionamento das 
cabeças no sistema de coordenadas do objeto; 
 Definição da grade malha – Definição dos pontos de medição na imagem 
de vídeo; 
 Digitalização de geometria – Obtenção da informação de geometria com 
base em todos os pontos de digitalização; 
 Ajuste do foco do laser – Definição do foco do laser para todos os pontos 
de digitalização; 
 Digitalização ou varredura; 
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 Avaliação dos resultados – Visualização do espectro de resposta, 
exportação de dados. 
 
A Figura 3.9 resume o fluxo de medição através de um fluxograma 





Figure 3.9 – Diagrama do fluxo de medição. 
 
 
O nível do sinal de retorno aos cabeçotes de digitalização está intimamente 
relacionado à distância entre o sistema de medição e a peça de teste. A Tabela 3.2 
mostra alguns valores da distância para as quais a visibilidade é máxima. 
 
 
Tabela 3.2 – Distância ótima entre objeto de teste e sistema de medição. (POLYTEC, 2012). 
Visibilidade máxima (mm) 
99 1731 3363 4995 6627 8259 
303 1935 3567 5199 6831 8463 
507 2139 3771 5403 7035 8667 
711 2343 3975 5607 7239 8871 
915 2547 4179 5811 7443 9075 
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O feixe de laser é desviado na cabeça de varredura por espelhos 
controlados pelo software. Existem dois procedimentos diferentes que permitem 
posicionar o feixe de laser nos pontos de varredura: o alinhamento 2D e o alinhamento 
3D. Ambos os métodos permitem calcular os ângulos do espelho para um dado ponto 
de escaneamento a partir de sua posição na imagem de vídeo ao vivo (alinhamento 
2D) ou de suas coordenadas 3D (alinhamento 3D). 
Durante o alinhamento 2D, uma sequência de posições do raio laser é 
marcada na imagem de vídeo ao vivo. Depois de definir um ponto de alinhamento no 
ponto do laser na imagem de vídeo ao vivo o feixe é movido para uma posição 
diferente e o próximo ponto de alinhamento é marcado clicando na posição. Durante 
este processo, o software armazena um par de valores para cada ponto de 
alinhamento: a posição na imagem de vídeo ao vivo (expressa em coordenadas de 
vídeo) e os ângulos dos espelhos de varredura, horizontal e vertical. A partir desses 
pares de valores, o software calcula os parâmetros de uma função de regressão que 
mapeia coordenadas de vídeo para ângulos e vice-versa. 
Usando o alinhamento 3D, o software pode calcular os ângulos do espelho 
que permitem que o raio laser atinja um ponto no espaço a partir da coordenada 3D 
desse ponto. Isso é usado pelo software durante uma varredura para posicionar o raio 
laser em pontos com coordenadas 3D conhecidas. 
Durante o alinhamento 3D, pelo menos, 3 pontos de alinhamento com 
distâncias conhecidas da cabeça de varredura ou pelo menos 4 pontos de 
alinhamento para os quais as distâncias não são conhecidas são usadas. Para cada 
ponto de alinhamento, as coordenadas 3D devem ser conhecidas. O sistema de 
coordenadas desses pontos define o sistema de coordenadas do objeto sob 
investigação (sistema de objeto). Juntamente com os ângulos de espelho que 
permitem que o raio laser atinja os pontos de alinhamento, o software calcula a 
posição e a direção da cabeça de varredura no sistema de objeto. 
Para garanti que três raios lasers atinjam o objeto no mesmo ponto existe 
uma opção no software conhecida como vídeo triangulação. A vídeo triangulação usa 
processamento de imagem para garantir que o laser esteja posicionado exatamente 
no ponto de varredura antes da medição. Além disso, tem as seguintes tarefas: 
 
 Compensar erros nas coordenadas 3D dos pontos de varredura; 
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 Compensar os desvios entre os digitalizadores reais e sua descrição 
matemática; 
 Compensar a variação de temperatura nos digitalizadores; 
 Compensando erros no alinhamento 3D. 
 
A componente chave da vídeo triangulação é a detecção do raio laser na 
imagem de vídeo. Usando os algoritmos de processamento de imagem 
implementados, a posição pode ser determinada com precisão de subpixel. Para obter 
os melhores resultados de medição, o contraste do feixe de laser na imagem de vídeo 
é otimizado. Outro componente da vídeo triangulação é um algoritmo de controle para 
mover o raio laser para uma nova posição na imagem de vídeo. Este algoritmo de 
controle usa o alinhamento 2D para calcular o ajuste do laser. Por esse motivo, um 
alinhamento 2D válido deve estar disponível. 
 
 
3.3.3 Cálculo dos Sinais Transformados 
 
 
O software do vibrômetro transforma os sinais do domínio do tempo para o 
domínio da frequência utilizando a transformada rápida de Fourier (FFT – Fourier Fast 
Transform). Os auto-espectros de potência (AP) e potência cruzada (PC) são 
calculados pelo software como sendo: 
 
             𝐴𝑃𝑆𝑆 = 𝑆
∗. 𝑆         (3.50) 
 
           𝐴𝑃𝑆𝑆 = |𝑆|
2          (3.51) 
 
           𝑃𝐶𝑅𝑉 = 𝑅
∗. 𝑉          (3.52) 
 
           𝑃𝐶𝑉𝑅 = 𝑉
∗. 𝑅 =  𝑃𝐶𝑅𝑉






S: Espectro de qualquer canal; 
V: Espectro de um canal do vibrômetro; 
R: Espectro de um canal de referência. 
*: Conjugado complexo 
 
Logo, o cálculo dos estimadores ?̂?1 e ?̂?2 das funções de resposta em 
frequência e da função coerência COE é realizado por: 
 



















3.4 Análise Modal Experimental 
 
 
A análise modal experimental é o processo de determinar os parâmetros 
modais (frequências, fatores de amortecimento, vetores modais) de um sistema; 
sendo uma fase posterior à aquisição das medições por meio do teste modal.  Abaixo 
são listados os quatro pressupostos básicos (ALLEMANG, 1999) que uma estrutura 
deve atender dentro do contexto da análise modal experimental: 
 
 A estrutura é assumida como linear – a resposta da estrutura a qualquer 
combinação de forças, aplicadas simultaneamente, é a soma das 
respostas individuais a cada uma das forças atuando sozinha. Para 
muitos tipos importantes de estruturas, no entanto, a suposição de 
linearidade não é válida. Quando a análise modal experimental é 
aplicada nesses casos, espera-se que o modelo linear identificado 
forneça uma aproximação razoável do comportamento da estrutura; 
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 A estrutura é invariante no tempo – os parâmetros a serem determinados 
não variam com o tempo; 
 A estrutura obedece ao Princípio da Reciprocidade de Maxwell – uma 
força aplicada no grau de liberdade 𝑝 causa uma resposta no grau de 
liberdade 𝑞 que é a mesma que a resposta no grau de liberdade 𝑝 
causada pela mesma força aplicada no grau de liberdade 𝑞; 
 A estrutura é observável – as medições de força-resposta que são feitas 
contêm informações suficientes para gerar um modelo comportamental 
adequado da estrutura. 
 
Antes de qualquer teste modal, é importante ter uma definição clara dos 
objetivos do teste (MAIA et al., 1997). O tipo de teste, a extensão do teste e a 
qualidade exigida. A qualidade e extensão do teste modal necessárias para atingir os 
objetivos listados a seguir aumenta à medida que se avança pela lista: obter as 
frequências dos modos da estrutura, obter as formas modais e informação de 
amortecimento para a estrutura,  correlacionar um modelo FE da estrutura com 
resultados medidos a partir da estrutura real, obter um modelo dinâmico da estrutura 
que pode então ser usado para avaliar os efeitos de uma série de modificações para 
tal estrutura, obter um modelo dinâmico adequado para atualizar um modelo FE da 
estrutura, de modo que o modelo teórico seja uma representação melhor das 
características dinâmicas da estrutura real do que era anteriormente. 
Existem pelo menos quatro categorias gerais de métodos experimentais de 
análise modal, baseadas no tipo de dados que são adquiridos; a saber, modelo de 
entrada-saída senoidal, função de resposta em frequência, resposta exponencial 
complexa amortecida e o método do modelo geral entrada-saída (ALLEMANG, 1999). 
As duas primeiras categorias são as mais utilizadas. Neste trabalho, utiliza-se o 
método da função de resposta em frequência. Para uma melhor compreensão dos 
métodos citados consultar a bibliografia indicada. 
Os principais componentes físicos da cadeia de medição são (EWINS, 
2000): 
 Uma fonte para o sinal de excitação – dependerá do tipo de teste sendo 
realizado e pode ser qualquer um dos seguintes: senoidal, periódico, 
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aleatório ou transiente (a partir de um dispositivo gerador de sinal de 
pulso ou aplicando um impacto com martelo); 
 Amplificador de potência – este componente será necessário para 
amplificar o sinal gerado pelo gerador de sinais. O amplificador de 
potência será necessariamente selecionado para combinar com o 
dispositivo de excitação; 
 Excitador – a estrutura pode ser posta a vibrar sob várias maneiras, 
embora as duas mais comumente utilizadas são por um agitador 
(shaker) acoplado ou por um golpe de martelo. Outras possibilidades 
existem como por liberação de uma posição defletida e por excitação 
ambiente (como vento, etc.), mas estes são casos relativamente 
especiais que são usados apenas quando os métodos mais 
convencionais não são possíveis; 
 Transdutores – na maioria dos casos, os transdutores piezoelétricos são 
amplamente utilizados para ambos os tipos de parâmetros, força ou 
resposta, embora os extensômetros sejam frequentemente 
considerados convenientes devido a sua mínima interferência com o 
objeto de teste. Mais recentemente, tem-se utilizado os vibrômetros a 
laser Doppler para fornecer a resposta sem contato; 
 Analizador – sua função é transformar os dados, montar as FRF, 
correlacionar e manipular as FRF para fazer a análise modal, exibir e 
disponibilizar resultados. 
 
Basicamente, a análise modal experimental abrange três etapas, sendo 
elas: 
1. Preparação do experimento; 
2. Execução do teste modal; 









3.4.1 Preparação do Experimento 
 
 
3.4.1.1 Suporte da Estrutura de Teste  
 
 
Um procedimento importante para todo o processo de medição de FRF é a 
preparação do suporte da própria estrutura de teste. De forma geral, há três opções: 
estrutura livre-livre, engastada ou in situ. Para testes em laboratório de componentes 
ou estruturas, as condições livre-livre ou engastada, ver Figura 3.10, são os dois 
extremos que são empregados com mais frequência. É quase impossível que 
qualquer uma dessas duas condições seja alcançada na prática; uma estrutura 
engastada terá algum movimento no ponto de aterramento (geralmente rotação) e 








No entanto, a simulação da condição livre-livre é mais fácil de alcançar. 
Para isso, basta erguer a estrutura usando molas muito flexíveis ('suaves') para que 
as frequências de ressonância da estrutura dos suportes ou dispositivos de suspensão 
sejam muito baixas e muito distantes da faixa de frequência de interesse. Além disso, 
se testes devem ser feitos em um componente que faz parte de um conjunto, a 
condição livre-livre pode ser necessária. O suporte in situ é usado quando deseja-se 
obter os parâmetros modais em condições operacionais reais e não há a necessidade 
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de validar um modelo teórico (CORREIA, 2017). Normalmente é adotada apenas 
quando as outras opções são inviáveis (no caso de grandes estruturas, por exemplo). 
 
 
3.4.1.2 Definição dos pontos de medição 
 
  
Nesta etapa determina-se o modelo através da escolha dos pontos de 
medição e dos graus de liberdade de medição de interesse. Uma malha de pontos é 
definida com a finalidade de representar a estrutura testada de tal forma a possibilitar 
a visualização de todos os modos de interesse. 
A escolha do número de pontos da malha varia em função da quantidade 
de modos que se deseja identificar. Assim, deve-se escolher o número mínimo de 
pontos em quantidade suficiente para que seja possível identificar todos os modos na 
faixa de frequência de interesse. O excesso de pontos resulta em redundância, 
aumentando o tempo e o custo da análise. É importante ressaltar que a quantidade 
de pontos não interfere na precisão dos parâmetros modais obtidos, mas apenas a 
qualidade da representação das formas modais (CORREIA, 2017). 
 
 
3.4.1.3 Excitação da estrutura 
 
 
Vários dispositivos estão disponíveis para excitar a estrutura. Basicamente, 
eles podem ser divididos em dois tipos: com contato físico permanente e sem contato 
físico permanente. O primeiro deles envolve a conexão de um excitador de certa forma 
que permanece fisicamente acoplado à estrutura durante todo o teste, quer seja o tipo 
de excitação contínua (senoidal, aleatório, etc.) ou transitória (pulso, chirp).  
O segundo tipo inclui dispositivos que não permanecem em contato físico 
durante todo o teste ou que estão em contato apenas por um curto período enquanto 
a excitação está sendo aplicada (como um golpe de martelo). Dessa forma, a Tabela 





Tabela 3.3 – Fontes de excitação. 
Excitadores dinâmicos (com contato) Excitação impulsiva (sem contato) 
Shaker eletromagnético  Martelo de impacto 
Shaker eletro-hidráulico  Impacto com uma carga em queda 
Shaker mecânico Impacto por um pêndulo 
 Pré deformação  
 
 
O shaker eletromagnético, Figura 3.11, também conhecido como shaker 
eletrodinâmico, é o tipo mais comum de agitador usado em testes modais. Consiste 
em um ímã, um bloco móvel e uma bobina no ímã. Eles convertem um sinal de 
corrente elétrica de entrada em um campo magnético alternado, gerando assim uma 
força proporcional à corrente e à densidade do fluxo magnético que aciona o bloco 
móvel. Um shaker eletromagnético possui ampla faixa dinâmica, de frequência e 
amplitude. De forma geral, quanto maior o shaker, maior será a força de excitação e 









 Alternativamente, também são utilizados shakers eletro-hidráulicos 
quando é necessário aplicar simultaneamente altas cargas estáticas e dinâmicas. 
Além disso, são mais caros e complexos do que os eletrodinâmicos. Geram excitações 
com altas amplitudes. Os excitadores mecânicos, por sua vez, usam massas rotativas 
desbalanceadas. São capazes de gerar uma força prescrita em uma frequência 
variável, porém, apresentam pouca eficiência em baixas frequências e relativamente 
pouca flexibilidade no controle da amplitude da força. Sua principal aplicação é em 
grandes estruturas, como pontes e edifícios (CORREIA, 2017). 
Há quatro tipos de arranjos entre o excitador e a estrutura, como ilustra a 
Figura 3.12. A configuração ideal seria aquela exibida na Figura 3.12 (a), a força de 
reação imposta ao agitador não é transmitida à estrutura de teste, pois está fixo. Na 
Figura 3.12 (b), deve-se assegurar que a força de reação imposta ao agitador não seja 
transmitida para a estrutura de teste. Já na Figura 3.12 (c) a resposta medida em A 
não seria devida somente à força aplicada em B (que foi medida), mas seria, em parte, 




Figura 3.12 – Possibilidades de fixação do excitador. (a) Configuração ideal (b) Configurações 
adequadas (c) Configuração insatisfatória. (Adaptado, CORREIA, 2017). 
 
 
Muitos sinais são apropriados para uso em análise modal experimental. 
Alguns dos sinais mais usados são listados abaixo (ALLEMANG, 1999): 
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Aleatório puro – O sinal aleatório puro é um sinal aleatório estacionário 
ergódico que tem uma distribuição de probabilidade gaussiana. Em geral, o conteúdo 
de frequência do sinal contém energia em todas as frequências (não somente em 
múltiplos inteiros do incremento de frequência da FFT – ∆𝑓 =  1 / 𝑇). Pode ser 
aplicado para obter um modelo linearizado de estruturas que se comportam de forma 
não linear. Por ser não periódico está sujeito ao erro de vazamento espectral sendo 
necessário aplicar técnicas de processamento de sinal para minimiza-los, por 
exemplo, uso de janela Hanning, uso de médias. 
Pseudo aleatório – O sinal pseudo aleatório é um sinal aleatório 
estacionário, ergódico, consistindo em conteúdo de energia apenas em múltiplos 
inteiros do incremento de frequência da FFT (∆𝑓). O espectro de frequências deste 
sinal é configurado para ter uma amplitude constante com fase aleatória. Pelo fato de 
ser periódico e ter período conhecido, elimina o problema de vazamento espectral, 
resultando em FRF mais precisas. Entretanto, em relação ao conteúdo aleatório do 
sinal, este método aumenta o tempo de teste e requer a aquisição de equipamentos 
especiais para a geração deste tipo de força. Em um ambiente livre de ruído, apenas 
uma média (por entrada) pode ser necessária. 
Chirp periódico – O chirp periódico é um sinal determinístico em que uma 
senóide é rapidamente varrida, de uma frequência mínima para frequência máxima, 
dentro de um único período de observação. Este sinal é então repetido 
periodicamente. Embora este sinal não seja aleatório na característica, é 
frequentemente incluído em discussões de excitação aleatória, uma vez que possui 
propriedades semelhantes aos pseudo aleatórios. 
Impacto – Em termos de equipamentos envolvidos, a excitação por impacto 
é uma técnica relativamente simples comparada com a excitação por um shaker. A 
largura, a altura e a forma desse pulso determinarão o espectro utilizável do impacto, 
ver Figura 3.13. Resumidamente, a largura do pulso determinará o espectro de 
frequência, enquanto a altura e a forma do pulso controlarão o nível do espectro. É 
possível medir quantidades exatas de amortecimento se o processamento do sinal 
não adicionar janelas ou se o amortecimento adicional da janela puder ser removido. 
As principais desvantagens residem na dificuldade em controlar o nível de força ou a 
faixa de frequência do impacto, isso pode afetar a relação sinal-ruído na medição, 
resultando em dados de baixa qualidade. O impacto geralmente não pode ser repetido 
a menos que um dispositivo especial, como um balanço para o martelo de impacto, 
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seja usado. Além disso, algumas estruturas são delicadas demais para serem 










O tipo de transdutor piezoelétrico é o mais popular e amplamente utilizado 
para medir tanto a força aplicada quanto a resposta da estrutura. O princípio básico 
de operação faz uso do fato de que um elemento de material piezelétrico (seja um 
cristal natural ou sintético) gera uma tensão elétrica quando submetido a uma tensão 
mecânica. A diferença construtiva entre acelerômetros e transdutores de força é, 











A condição ideal de fixação dos acelerômetros à estrutura é aquela na qual 
eles encontram-se acoplados rigidamente, de modo que a aceleração do sensor seja 
idêntica à aceleração da estrutura. No entanto, isso não é possível de ser obtido na 
prática e o acelerômetro pode ser modelado como um sistema massa-mola-
amortecedor. Caso a frequência natural desse modelo seja, ao menos, cinco vezes 
maior do que a frequência do sinal de aceleração da estrutura medida, então não 
haverá efetivamente distorção de magnitude e fase (HE & FU, 2001). 
Para um teste com shaker, um transdutor de força deve ser conectado entre 
a superfície da estrutura e o agitador. Para um teste com martelo, o transdutor está 
localizado na ponta do martelo e é comprimido quando o impacto é aplicado. As 
maneiras pelas quais as características de um transdutor de força afetam a precisão 
da medição são semelhantes às de um acelerômetro. 
Está havendo um crescente uso de transdutores a laser os quais têm uma 
grande vantagem do ponto de vista da sua natureza operacional não intrusiva. Os 
transdutores a laser mais prontamente utilizáveis são aqueles baseados no conceito 
de medidor de velocidade a laser Doppler (LDV). As duas versões de LDV são: de 
ponto único padrão e a versão de varredura (ou SLDV). 
As principais limitações do LDV como um propósito geral de transdutor de 
resposta são : a exigência de linha de visão e problemas associados ao ruído de 
manchas – ou speckle, fenômeno óptico causado pela interferência de frentes 
de ondas eletromagnéticas que sofreram dispersão após a interação com um meio 
físico. A figura de interferência formada é similar a um conjunto de grãos claros e 
escuros –, tal fenômeno resulta em medidas nulas, que devem ser rejeitadas do 
conjunto de dados adquirido em uma medida usando este dispositivo.  
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Por outro lado, as vantagens incluem medições que podem ser feitas em 
ambientes hostis, especialmente em superfícies com temperaturas tão elevadas que 
os transdutores convencionais não podem ser utilizados. Medições bem-sucedidas 
foram feitas usando um LDV em componentes com temperaturas superficiais acima 
de 1000 ºC (EWINS, 2000). 
 
 
3.4.2 Execução do Teste Modal 
 
 
Antes de iniciar o teste modal é necessário assegurar que as medições que 
serão feitas terão validade e não carregarão erros significativos para as etapas 
seguintes. Os métodos de análise buscam minimizar as incertezas do teste, mas não 
são capazes de ajustar erros nas medições. É preciso verificar, basicamente, dois 
fatores: se estrutura atende às premissas adotadas (reciprocidade, sistema invariante 
no tempo e linearidade) e se as potenciais fontes de erro foram tratadas.  
Uma das verificações a ser realizada é a da repetibilidade dos resultados. 
Uma série de medidas podem ser realizadas ao longo do tempo e comparadas umas 
com as outras para que se possa assegurar que nem a estrutura a ser testada e nem 
o sistema de medição sofreram modificações ao longo do tempo. Além disso, para 
uma estrutura linear, as FRF em diferentes pontos de medição devem ser idênticas 
nas diferentes medições (HE & FU, 2001). Uma vez cumprida a etapa de preparação 
da estrutura, dos equipamentos necessários e definidas as técnicas a serem 
utilizadas, o teste pode ser executado. 
 
 
3.4.3 Identificação de Parâmetros Modais 
 
 
Os vários métodos usados para análise modal experimental tendem a se 
dividir em duas classes: uma na qual a análise é essencialmente automática – as FRF 
são fornecidos como dados de entrada para um programa e os parâmetros modais 
são extraídos sem envolvimento adicional do usuário – e um segundo que é muito 
mais interativo, em que o usuário deve participar de várias decisões durante a análise.  
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Os métodos de identificação de parâmetros podem ser classificados em 
uma série de grupos diferentes. Com base no domínio no qual a análise é realizada, 
os métodos podem ser no domínio da frequência ou no domínio do tempo. Em termos 
muito gerais, métodos no domínio do tempo tendem a fornecer os melhores resultados 
quando uma grande faixa de frequência ou grande número de modos existe nos 
dados, enquanto que os métodos no domínio da frequência tendem a fornecer os 
melhores resultados quando a faixa de frequência é limitada e o número dos modos é 
relativamente pequeno. 
 No entanto, os métodos no domínio do tempo têm a desvantagem de poder 
estimar os modos somente dentro da faixa de frequência de análise e não levam em 
conta os efeitos residuais dos modos que estão fora dessa faixa. Nos métodos no 
domínio da frequência existem problemas associados à resolução em frequência, 
vazamento espectral e altas densidades modais. 
Os métodos ainda podem ser divididos em direto ou indireto. Se ele for 
indireto seu modelo é baseado no modelo modal; isto é, nos parâmetros modais: 
frequências, taxas de amortecimento e modos. Já os métodos diretos, significa que a 
identificação é diretamente baseada em modelos no espaço de estados, cuja 
formulação é feita através da equação matricial geral de equilíbrio dinâmico. 
Outra divisão está relacionada ao número de modos que podem ser 
analisados. Assim, tem-se análise único grau de liberdade (SDOF – single degree-of-
freedom) e análise múltiplos graus-de-liberdade (MDOF – multipe degree-of-freedom). 
Existem também os métodos SISO (single-input-single-output) que usam apenas uma 
entrada e uma saída (única FRF). Outros métodos já permitem a análise simultânea 
de diversas FRF, são os métodos de estimação global SIMO (single-input-multi-
output). Situações de múltiplas entradas e múltiplas saídas são também possíveis, os 
métodos nessa classe são nomeados polireferência ou MIMO (multi-input-multi-
output).  
No domínio do tempo, na categorias de métodos indiretos, os métodos mais 
amplamente conhecidos são o método da exponencial complexa (CE – complex 
exponential), exponencial complexa – mínimos quadrados (LSCE – least-squares 
complex exponential), exponencial complexa polireferência (PRCE – polyreference 
complex exponential), Ibrahim no domínio do tempo (ITD – Ibrahim time domain) e o 
algoritmo de realização de autosistemas (ERA – eingensystem realization algorithm). 
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Na categoria dos métodos diretos no domínio do tempo, existem 
essencialmente dois métodos; a saber, o método auto-regressivo de média móvel 
(ARMA – autoregressive moving-average) e o método de identificação direta de 
parâmetros do sistema (DSPI - direct system parameter ldentification method). Existe 
uma enorme quantidade de métodos no domínio da frequência, os mais citados são: 
peak amplitude, quadrature response, circle-fitting. A Figura 3.15 exibe um resumo da 




Figura 3.15 – Classificação dos métodos de identificação modal. (Adaptado, MAIA et al., 1997). 
 
 
3.4.4 Método PolyMAX 
 
 
Segundo Peeters et al. (2005), o método PolyMAX é uma evolução 
adicional do método de estimação least-squares complex frequency-domain (LSCF), 
é uma versão polireferência desse método. O método LSCF identifica o chamado 
modelo de denominador comum e foi introduzido para encontrar valores iniciais para 
o método de máxima verossimilhança iterativa. Esses "valores iniciais" geraram 
parâmetros modais muito precisos com um esforço computacional muito pequeno.  
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A vantagem mais importante do estimador LSCF sobre as técnicas de 
estimação de parâmetros disponíveis e amplamente aplicadas é o fato de que 
diagramas de estabilização muito claros são obtidos. O procedimento realizado pelo 
PolyMAX é semelhante ao que ocorre no método LSCE no domínio do tempo.  
Assim como o método de identificação direta de parâmetros no domínio da 
frequência, o PolyMAX usa as FRF medidas como dados primários. Recordando que 
métodos no domínio do tempo, como o polireferência LSCE, normalmente requerem 
respostas ao impulso (obtidas como a transformada inversa de Fourier das FRF), 
como dados primários. O método PolyMAX assume o modelo da divisão de matriz à 
direita para representar as FRF medidas: 
 











Onde  𝐻 𝜔   ∈ 𝐶𝑙𝑥𝑚 é a matriz contendo as FRF entre todas as 𝑚 entradas 
e todas as 𝑙 saídas;  𝛽𝑟  ∈  𝐶
𝑙𝑥𝑚 são os coeficientes polinomiais da matriz do 
numerador;  𝛼𝑟  ∈  𝐶
𝑚𝑥𝑚 são os coeficientes polinomiais da matriz do denominador. 
𝑝 é a ordem do modelo. O modelo no domínio z (modelo no domínio da frequência 
que é derivado do modelo no tempo discreto) é usado na Equação 3.57, sendo: 
 
𝑧 =  𝑒𝑖𝜔∆𝑡 (3.58) 
 
 ∆𝑡 é o tempo de amostragem. A Equação 3.57 pode ser escrita para todos 
os valores de frequência dos dados das FRF. Os coeficientes desconhecidos do 
modelo,  𝛼𝑟  e  𝛽𝑟 , são então encontrados como a solução de mínimos quadrados 
dessas equações (após linearização). Uma vez determinados os coeficientes  𝛼𝑟 , os 
pólos e fatores de participação modal são recuperados como autovalores e 
autovetores de sua matriz complementar. Este procedimento é semelhante ao que 
acontece no método LSCE no domínio do tempo e permite a construção de diagramas 





3.5 Correção Modal de Modelos 
 
 
A classe geral dos métodos de atualização que estão disponíveis podem 
ser agrupados em dois grupos principais (EWINS, 2000). 
 
 Método direto - Aqueles métodos em que os elementos individuais nas 
matrizes do sistema são ajustados diretamente da comparação entre os 
dados do teste e a previsão inicial do modelo analítico; 
 Método indireto - Em que alterações são feitas para propriedades físicas 
específicas ou elementares no modelo em uma busca por um ajuste que 
aproxima dados medidos e previstos. 
 
O primeiro desses dois grupos é geralmente de métodos não iterativos, 
todos compartilhando o recurso de que as mudanças que eles introduzem podem não 
ser mudanças fisicamente realizáveis. Eles têm como meta a capacidade de 
reproduzir as propriedades modais medidas de m frequências naturais e formas de 
modo. 
Os métodos do segundo grupo são geralmente iterativos e, como tal, 
consideravelmente mais caros pelo esforço computacional. Para compensar essa 
desvantagem, eles geralmente trabalham com vetores de forma de modo incompleto 
(formas de modo definidas nos graus de liberdade de um teste modal típico no lugar 
dos graus de liberdade completos do modelo analítico completo que são requeridos 
pela maioria do primeiro grupo de métodos). 
Desde o primeiro grupo, o método direct matrix updating (DMU) e o método 
da error matrix (EMM); e do segundo grupo, o método eigendynamic constraint (ECM), 
o método inverse eigensensitivity (IESM) e o método response function (RFM). Neste 
trabalho não se busca realizar atualização de modelos até porque não se tem 
disponível um modelo analítico da bomba estudada. O propósito é estimar a rigidez 
após a retirada de uma parte do sistema e associada a essa parte. Essa estimação 
será apoiada em uma adaptação no método de atualização a ser aplicado, que é o 
método direto da matriz erro. 
 
A formulação do método da matriz erro é dada por: 
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∆𝐾 ≈   𝐾𝐴 { Φ𝐴  𝜔𝐴
2 −1 Φ𝐴 
𝑇 −  Φ𝑋  𝜔𝑋
2 −1 Φ𝑋 
𝑇} 𝐾𝐴  (3.59) 
 
Sendo,  𝐾𝐴 ,  Φ𝐴 ,  𝜔𝐴
2 , respectivamente, as matrizes de rigidez analítica, 
matriz modal analítica normalizada pela massa e matriz espectral analítica;  Φ𝑋 ,  𝜔𝑋
2  































4 DESENVOLVIMENTO EXPERIMENTAL 
 
 
 O experimento foi realizado no LabEDin – Laboratório de Ensaios 
Dinâmicos – situado na Universidade Estadual de Campinas, UNICAMP. Neste 
trabalho não se dispõe de um modelo numérico da bomba ensaiada, consistindo 
somente de um estudo experimental.  
 Para validar o procedimento experimental, recorreu-se a duas alternativas. 
A primeira é realizar um teste modal em uma placa de alumínio tendo disponível um 
modelo numérico da mesma para posterior comparação. Por meio deste ensaio inicial 
busca-se avaliar a execução e a funcionalidade de todos os equipamentos de teste.  
A segunda alternativa é utilizar o trabalho desenvolvido por Foresti et al. 
(2012) como base de comparação para análise de resultados da bomba. No trabalho 
citado os autores realizaram a análise modal experimental da mesma bomba utilizada 
no presente trabalho. O método de excitação adotado foi por martelo de impacto e as 
respostas foram medidas por acelerômetros. 
 A ideia subjacente ao ensaio modal da placa é sustentar que se tomando a 
placa com todos os requisitos preparatórios do teste, aquisição cuidadosamente 
executados e as medições apresentarem coerentes em relação às características 
típicas de uma FRF, por exemplo, então pode-se assegurar sobre a consistência das 
medições e, consequentemente, na funcionalidade dos equipamentos.  
Partindo-se dessa ideia, o mesmo procedimento aplicado à bomba deve 
resultar em medições satisfatórias também, podendo-se também asseverar sobre os 
parâmetros dinâmicos identificados a partir das medições. 
 Para melhor expor esta parte do trabalho, o texto foi organizado da seguinte 
forma: 
1. Instrumentação e preparação do teste; 
2. Aquisição e processamento; 







4.1 Instrumentação e Preparação do Teste Modal 
 
O Teste Modal envolve a utilização de uma série de equipamentos 
necessários para a sua execução. A Tabela 4.1 apresenta uma descrição dos 
equipamentos e objetos de teste utilizados neste trabalho. 
 
 
Tabela 4.1 – Dados da aparelhagem utilizada. 
Equipamentos Descrição Modelo 
Bomba centrífuga 
9 estágios; 1,237 m de comprimento 
médio; 55,5 Kg; 4” (101,6 mm) de 
diâmetro externo, fabricada pela Buker 
Hughes. 
P43 
Placa de alumínio 
Dimensões médias em milímetros: 
458x235x1 
---- 
Célula de carga 






Range de força: 0 a 310 N, 
Range de frequência: 2Hz a 3 kHz, 
Ressonância fundamental > 3600Hz, 
Utilizado para a excitação da bomba. 
2100E11 
Mini shaker 
Range de força: 0 a 13,3 N, 
Range de frequência: DC – 11 kHz, 
Ressonância fundamental ≥ 9,5kHz, 
Utilizado para a excitação da placa. 
K2004E01 
Amplificador 
Amplificador de sinais utilizado junto com 
o shaker, modelo indicado para o modelo 
de excitador usado. 
2100E18 
Vibrômetro Laser 
Doppler de Varredura 
3D 
Sistema de medição, processamento e 
análise de sinais, com 3 cabeças de 






Figura 4.1 – Sistema de aquisição e processamento, à esquerda e cabeçotes de varredura, à direita. 
         
 
4.1.1 Preparação do teste: Placa 
 
 
Nesta etapa, inicialmente delimitou-se uma região retangular com 1 cm de 
distância das bordas da placa, aproximadamente.  Em seguida, marcou-se 55 pontos 
de medição distribuídos uniformemente sobre a superfície da placa de modo a 
representar uma superfície retangular para a posterior visualização dos modos de 
vibração. Após a marcação dos pontos de medição, aplicou-se spray revelador como 
uma forma alternativa de melhorar a relação sinal/ruído. A placa foi suspensa por um 
par de elásticos e então afixados a uma estrutura de suporte para simular a condição 
livre-livre.  
A Figura 4.2 exibe o resultado do procedimento acima descrito e a bancada 
montada para a realização das medições da placa. O shaker foi fixado a uma base de 
material de borracha por meio de parafusos, busca-se com isso atenuar a vibração 
transmitida pelo shaker à superfície de apoio e, por sua vez, à estrutura de suporte; 
consequentemente, espera-se uma redução no nível de correlação entre o sinal 




        
Figura 4.2 – Malha de pontos de medição, à esquerda e bancada experimental da placa, à direita. 
 
 
De acordo com as técnicas de medição para análise modal experimental 
(ALLEMANG, 1987), devido à forma da sua medição ser bem conhecida e definida, 
geralmente o driving point é medido primeiro. Consiste no ponto onde se mede a 
resposta devido à excitação neste mesmo ponto. Conforme às características 
específicas da sua correspondente FRF, a medição do driving point pode funcionar 
como uma medida de quão bem todos os equipamentos estão operando 
corretamente. Sendo assim, a Figura 4.3 exibe em vermelho a demarcação na placa 




          Figura 4.3 – Indicação do driving point. 
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Em busca de selecionar a posição do ponto de excitação que melhor 
atendesse ao objetivo, a definição do ponto de excitação baseou-se nos resultados 
do modelo numérico da placa de tal forma que pelo menos os cinco primeiros modos 
pudessem ser excitados. Os resultados serão apresentados no capítulo 5. Com a 
bancada da placa, três configurações de teste foram estabelecidas com o propósito 
de avaliar a funcionalidade 3D do vibrômetro.  
A primeira configuração consiste na placa disposta na posição frontal em 
relação às cabeças de varredura (0º), somente respostas na direção Z serão 
consideradas. Nas outras duas configurações propostas, medições foram realizadas 
com a placa disposta inclinada em relação às cabeças de varredura cerca de 5º e 10º, 
respectivamente. Todas essas configurações atenderam o limite de distância ótima 
em relação às cabeças de varredura para o qual o nível de sinal é máximo, neste caso 
a distância ficou em torno de 1,527m. 
 
 
4.1.2 Preparação do teste: Bomba 
 
 
Em um dos manuais do vibrômetro, orienta-se tratar a superfície de 
medição com o uso de spray revelador para aumentar o nível de sinal retrorefletido. 
Para testes modais, especificamente, devido à exigência da qualidade dos dados, 
recomendam o uso de fita reflexiva através da qual o sinal atinge o seu nível em 100%. 
Considerando-se o fato de a bomba ser aproximadamente axissimétrica, uma região 
de cerca de ¼ da sua superfície lateral externa foi demarcada para o estudo, sendo 
tratada com fita reflexiva. 
Foram realizadas duas medições sobre a bomba. A primeira medição foi 
efetuada com o propósito de estimar os parâmetros dinâmicos. Por isso, para uma 
completa visualização dos modos, um total de 111 pontos de medição foram marcados 
e distribuídos ao longo da carcaça da bomba incluindo os flanges como ilustra a Figura 
4.4. Para a aplicação proposta neste trabalho, realizou-se uma segunda medição, 
porém sem o conteúdo interno (eixo, impelidores, difusores) da bomba e somente os 
36 pontos de medição marcados sobre a carcaça foram considerados.  
 A decisão por considerar somente os 36 pontos sobre a carcaça na última 
medição se deu por conta da desmontagem da bomba. A ideia é manter a medição 
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sobre os mesmos pontos em cada configuração. Uma vez que a bomba foi aberta, os 
pontos sobre os flanges poderiam não apresentar alinhamento em relação às 
medições com e sem o conteúdo interno. Referenciando nas formas modais de um 
vão de viga na condição livre-livre, os nós dos modos de flexão da bomba na condição 
ensaiada não devem se encontrar nos seus pontos extremos, por isso achou-se 




Figura 4.4 – Ilustração da bomba com os pontos de medição e excitação. 
 
 
Com as informações dos modos obtidas da segunda e primeira medição 
(considerados apenas os 36 pontos sobre a carcaça), propõe-se aplicar, de forma 
adaptada, um método de atualização de modelos para estimar a diferença de rigidez 
entre a bomba completa e a bomba sem o conteúdo interno. O método de atualização 
de modelos utilizado requer informações modais analíticas e experimentais. Uma vez 
que este trabalho é essencialmente experimental, é neste sentido que a adaptação 
citada foi tomada, ou seja, o uso de dois conjuntos de informações modais 
experimentais. 
A bomba foi suspensa por cabo de aço com 3,175 mm de diâmetro sendo 
presa a uma estrutura de pórtico, também para simular a condição livre-livre. Um 
material de borracha, típico de câmaras de ar, foi inserido como interface entre o cabo 
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de aço e a superfície de apoio da bomba para suavizar o contato. A suspensão do 
shaker se deu por cabo de aço em série com uma faixa de suspensão de cargas, 
sendo este conjunto erguido por um guincho hidráulico como ilustrado na Figura 4.5. 
 
 








Antes de iniciar o processo de medição com o vibrômetro, os cabeçotes de 
digitalização foram arranjados de forma ótima; isto é, verificou-se a distância ótima em 
relação ao objeto, além de alinhar manualmente as angulações dos cabeçotes de 
modo que os três feixes de lasers incidissem no objeto de teste no centro da imagem 
de vídeo, aproximadamente. Para que a vídeo triangulação fosse efetiva, aumentou-
se a resolução da imagem de vídeo ficando o processo de medição dividido em três 
partes para a placa e cinco partes para a bomba, todas sendo posteriormente 
compostas (“costuradas”) somente em uma peça medida. 
Figura 4.5 – Configuração da suspensão da bomba e acoplamento shaker/bomba. 
66 
 
Como pode ser visto nas Figuras 4.6 e 4.7, em cada uma das partes da 
placa e bomba marcou-se cerca de, respectivamente, 41 e 77 pontos de alinhamento 
2D. Em seguida, realizou-se o alinhamento 3D e, então, a definição dos pontos de 
digitalização pode ser conduzida para iniciar a aquisição dos sinais. Na etapa de 
aquisição dos sinais de excitação e resposta todas as configurações são definidas no 








Figura 4.7 – Alinhamento 2D e 3D da bomba. 
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Segundo os passos delineados na seção 3.3.2, após a realização do 
alinhamento 2D e 3D, os pontos de varredura podem ser definidos na imagem de 
vídeo ao vivo. As Figura 4.8 e 4.9 exibem esse procedimento para cada uma das 








Figura 4.9 – Pontos de varredura para a bomba. 
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A faixa de frequência de aquisição, de 0 a 1000 Hz, foi definida de forma a 
expor a ampla gama de informação que pode ser obtida com o uso do vibrômetro. 
Para a definição da amplitude do sinal de excitação e dos ranges de aquisição, testou-
se o sinal de excitação variando a sua amplitude ao mesmo tempo que a coerência 
era visualizada na imagem de vídeo.  
A partir do teste inicial do sinal de excitação a sua amplitude foi definida 
para a qual a função coerência se aproximou da unidade em toda a faixa analisada. 
A faixa de frequência foi mantida para o teste da bomba com a diferença nos ranges 
de aquisição. As informações de aquisição dos sinais para a placa e bomba estão 
listadas na Tabela 4.2. 
 
 
Tabela 4.2 – Dados gerais da aquisição dos sinais. 
Configuração geral 
Informação Placa Bomba 
Pontos de digitalização 55 111 




Tempo de amostragem 3,2 s 
Resolução 312,5 mHz 
Overlap 75% 
Linhas FFT 3200 
Média/Magnitude 50 60 
Canal do vibrômetro 3D 
Range 10V 
Filtro (Vib. 3D e Ref.) Passa baixa, fc  = 850 Hz 
Qualidade Muito alta 
Janela (Vib. 3D e Ref.) Hanning 
Função gerador interno 
Sinal Ruído branco 




Conforme a aquisição é executada os dados são processados tal que as 
curvas das FRF e coerências dos pontos de medição ficam disponíveis em tela para 
a visualização e acompanhamento. Logo é possível já identificar a frequência natural 

































5 RESULTADOS  
 
 
Neste capítulo são apresentados os resultados da análise modal numérica 
e experimental da placa, das propriedades dinâmicas da bomba a partir das FRF 
experimentais e a aplicação do método de atualização de modelos para estimar a 
diferença de rigidez em função dos modos identificados quando é subtraído o 
conteúdo interno da bomba. Para identificar as propriedades dinâmicas das peças de 
teste ensaiadas, as FRF foram analisadas no diretório de análise modal do software 
LMS Test.Lab. Neste diretório, os parâmetros modais foram identificados por meio do 
método PolyMAX, que é um método de estimativa global, ou seja, MDOF (multiple 
degree of freedom method).  
No processo de identificação, o método da função indicadora de modo 
complexo (CMIF) foi utilizado. O CMIF assim como outros tipos de MIFs são funções 
no domínio da frequência que exibem mínimos locais nas frequências naturais dos 
modos normais reais. Com a ajuda desta ferramenta, que também é integrada ao 
PolyMAX, torna-se possível determinar a ordem do modelo. Além disso, serve para 
verificar a existência de frequências naturais repetidas. Porém, uma das 
desvantagens do CMIF é que ele só consegue identificar autovalores repetidos em 
número igual ou menor ao número de referências utilizadas (ALLEMANG, 1999). 
Em seguida, com o uso dos modos estimados experimentalmente o 
AutoMAC pôde ser calculado. Ainda no diretório de análise modal, após a estimação 
dos modos, há a possibilidade para certificar-se de que todos os modos necessários 
foram encontrados e que os modos corretos foram calculados. Uma das ferramentas 
de validação mais importante é o AutoMAC, que calcula a correlação entre os modos 
de um processamento. O AutoMAC é uma versão do MAC (EWINS, 2000), deve-se 
esperar as seguintes características do esboço da matriz AutoMAC: 
 
 
I. Todos os valores da diagonal principal são identicamente unitários. 
Esses valores devem ser 100%, por definição, uma vez que cada 
forma modal deve correlacionar perfeitamente com ela mesma; 
II. É simétrica; 
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III. Existe um número de termos não nulos fora da diagonal principal, o 
que significa que alguns dos modos parecem exibir um grau de 
correlação com os outros, um resultado que não é imediatamente 
esperado, dado que os modos devem ser “ortogonais” para cada um 
deles. No entanto, há dois motivos pelos quais essa propriedade de 
ortogonalidade não se traduz em uma matriz AutoMAC 
perfeitamente diagonal. Primeiro, é porque a propriedade de 
ortogonalidade é apenas estritamente aplicável quando a matriz de 
massa é usada; e segundo, porque a condição de ortogonalidade é 
somente aplicável quando todos os DOFs são incluídos no cálculo. 
 
 
5.1 Resultados Numérico e Experimental: Placa  
 
 
5.1.1 Posição Frontal em Relação às Cabeças de Digitalização 
 
 
Para uma melhor exposição, os resultados numéricos das frequências 
naturais e formas modais serão ilustrados juntamente com os resultados 
experimentais ao final desta seção. Iniciando-se pela primeira configuração proposta, 
posicionamento frontal em relação às cabeças de digitalização, mediu-se o driving 









Figura 5.2 – Coerência do driving point, posição frontal. 
 
 
Observa-se que a FRF se apresentou bem definida. Além disso, a curva 
mostrada contém as características esperadas de uma medição correspondente ao 
driving point, ou seja, cada ressonância é seguida por uma antirressonância. Uma vez 
que a medição do driving point mostrou-se satisfatória uma malha de 55 pontos de 
digitalização foi criada na imagem de vídeo através do software.  
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Antes de iniciar o processo de aquisição é também possível definir no 
software um intervalo de tempo após o qual a estrutura de teste atinge estado 
permanente devido à excitação. Sendo assim, definiu-se um intervalo de 60 s, em 
seguida a aquisição é iniciada automaticamente. A Figura 5.2 e 5.3 exibem as FRF e 














Pode-se visualizar os picos bem acentuados do conjunto de FRF na Figura 
5.2. Apesar da presença de ruídos, as medições apresentam boa qualidade. Como 
saída para a exportação de dados, o software do vibrômetro dispõe dos estimadores 
?̂?1 e ?̂?2. Com o intuito de obter uma boa visualização dos modos, optou-se pelo 
estimador ?̂?1, uma vez que esse estimador não é influenciado pelo ruído na saída 
(resposta); isto é, ruídos devidos ao processo de medição a laser.  
Já no software LMS TestLab, após o carregamento dos dados FRF, segue-
se para a etapa de identificação das propriedades dinâmicas. Dentro do módulo 
PolyMAX inicialmente a banda de frequência de análise precisa ser definida, logo, 
decidiu-se por analisar os modos até 150 Hz já que somente os cinco primeiros modos 
serão considerados aqui. Na sequência foram utilizadas a soma das FRF e o método 
CMIF (função indicadora de modo complexo), conforme descrito acima. A Figura 5.4 
mostra a janela do LMS com os resultados da soma das 55 FRF, em vermelho e do 





Figura 5.4 – CMIF para a soma das 55 FRF. 
 
 
De acordo com a análise do CMIF, notam-se 9 picos até 150Hz, indicando 
a presença de, no mínimo, 9 frequências naturais nessa faixa analisada. A partir disso, 
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o diagrama de estabilização pode ser analisado para a seleção dos polos. Antes de 
gerar o diagrama de estabilização um número indicativo da ordem do modelo deve 
ser inserido no campo model size; isto é, a quantidade de modos a qual contribui para 
a faixa de frequência analisada.  
Considerando-se a possibilidade da existência de polos múltiplos e também 
como uma forma de compensar possíveis erros numéricos devido ao ajuste pelo 
método de identificação, uma dimensão do modelo um pouco maior que o dobro do 
número de picos apresentados pela CMIF foi definido, 20. Uma vez definida a ordem 
do modelo o diagrama de estabilização pode ser gerado e os polos selecionados 





Figura 5.5 – Diagrama de estabilização. 
 
 
Os resultados numéricos foram obtidos utilizando o ANSYS, sendo o 
alumínio como material base selecionado para simulação, com módulo de Young 74 
GPa, coeficiente de Poisson 0,33 e massa específica 2780 Kg/m3. Utilizando-se um 
modelo de elementos finitos constituído por 180 elementos quadráticos de placa, 















1º mode 26,94 26,76 1,08 
2º mode 31,64 31,70 0,69 
3º mode 69,22 67,27 0,36 
4º mode 72,94 73,72 0,53 
5º mode 121,26 122,28 0,43 
 
 
As formas modais dos modos apresentados em tabela são exibidas nas 






1º Modo Natural 
 





2º Modo Natural 
 





3º Modo Natural 
 





4º Modo Natural 
 





5º Modo Natural 
  




Para comparar os resultados das frequências naturais obtidas por via 
numérica e experimental uma das técnicas utilizadas é plotar os valores experimentais 
versus os numéricos. Os pontos assim obtidos devem estar situados em uma linha 
reta de inclinação ± 1 para dados perfeitamente correlacionados. A Figura 5.11 exibe 
o gráfico resultante da comparação entre as frequências numéricas e experimentais 
da placa para os 5 modos identificados. Observa-se que o desvio dos pontos em 
relação à reta não é acentuado, o que evidencia boa correlação. Portanto, tem-se 








Observa-se que as frequências naturais numéricas e experimentais 
apresentam boa correlação com base em uma análise visual. Para validar a 
identificação modal a matriz MAC entre os modos experimentais e numéricos foi 







Tabela 5.2 – Matriz MAC para os cinco primeiros modos da placa identificados experimentalmente. 
Modo 
Frequência  
[Hz]   
Modo 1           
[%] 
Modo 2          
[%] 
Modo 3          
[%] 
Modo 4           
[%] 
Modo 5              
[%] 
1 26.769 100 0,358 0,611 0,382 0,194 
2 31.700 0,358 100 0,574 0,125 0,054 
3 67.261 0,611 0,574 100 0,335 1,173 
4 73.716 0,382 0,125 0,335 100 0,213 




5.1.2 Posicionamento a 5º e 10º em Relação à Posição Frontal 
 
 
O objetivo desta parte do trabalho é avaliar a funcionalidade 3D do 
vibrômetro. A ideia inicial consistia em obter a relação de transformação entre as 
componentes das velocidades instantâneas de cada ponto nas três direções 
ortogonais de tal forma a compreender a exibição das formas modais nas três direções 
cartesianas. Uma tentativa de solucionar a questão proposta foi utilizar uma 
transformação tensorial entre as coordenadas de pontos posicionados a 5º e 10º em 
relação às componentes dos mesmos pontos na posição frontal de acordo com o 
esquema ilustrado na Figura 5.12. Porém, a tentativa de solução pelo método tensorial 




Figura 5.12 – Configuração experimental da placa a 5º e a 10º em relação à posição frontal. 
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Marwitz e Zabel (2017) avaliaram experimentalmente duas potenciais 
melhorias para a análise modal operacional utilizando um vibrometro a laser 3D, 
abordam o princípio de trabalho do 3D SLDV e a transformação de coordenadas 
realizada pelo software do vibrômetro.  
Recordando o fato de que no processo de medição com um 3D SLDV, as 
velocidades dos pontos de medição são armazenadas sucessivamente. As 
coordenadas modais em cada ponto de medição só estão disponíveis em sistemas de 
coordenadas locais. Para a representação visual das formas de modo, é necessária 
uma transformação de coordenadas apropriada em cada ponto de medição. Isto não 
pode ser alcançado por simples adição vetorial das respectivas coordenadas modais.  
 Neste sentido, verificou-se somente a invariância da amplitude do vetor 
velocidade. Para isso, considerou-se a medição do driving point nas posições frontal, 
5º e 10º. A Tabela 5.3 mostra os resultados para cada uma das três linhas espectrais 
na vizinhança de cada um dos cinco modos da placa identificados. 
 
 
Tabela 5.3 – Comparação entre as magnitudes das velocidades do driving point a partir de diferentes 










26,25 4,79E-04 4,81E-04 4,78E-04 
26,5625 4,15E-04 4,18E-04 4,14E-04 
26,875 5,11E-04 5,06E-04 5,06E-04 
31,25 5,57E-04 5,61E-04 5,56E-04 
31,5625 5,70E-04 5,78E-04 5,83E-04 
31,875 6,17E-04 6,11E-04 6,12E-04 
67,1875 1,12E-03 1,15E-03 1,09E-03 
67,5 1,24E-03 1,25E-03 1,22E-03 
67,8125 1,08E-03 1,17E-03 1,07E-03 
73,125 6,59E-04 6,57E-04 6,61E-04 
73,4375 6,63E-03 6,65E-04 6,73E-04 
73,75 8,05E-04 8,00E-04 7,99E-04 
122,1875 3,73E-04 3,71E-04 3,71E-04 
122,5 4,26E-04 4,25E-04 4,22E-04 




A proximidade entre os valores das magnitudes das velocidades exibidos 
na tabela acima apresentou relativa consistência para todas as linhas espectrais do 
driving point. Por indução, resultado semelhante é de se esperar para cada ponto de 
medição sobre a placa. A diferença presente nos decimais pode ser oriunda do 
posicionamento não exato dos três feixes de laser sobre o driving point. Ainda que o 
software realize o processo de vídeo triangulação – união dos três raios lasers em um 
mesmo ponto - conforme a placa é excitada deve haver flutuações do ponto físico de 
medição, mesmo que pequenas, de forma a influenciar na obtenção exata da 
magnitude da velocidade no ponto desejado nos três posicionamentos propostos. 
 
 
5.2 Resultados: Bomba  
 
 
5.2.1 Bomba Completa 
 
 
Nesta seção são apresentados os resultados das propriedades modais da 
bomba centrífuga submersível. Como mencionado, toma-se como referência o 
trabalho realizado por Foresti et al. (2012). Os autores realizaram a análise modal da 
mesma bomba usada neste trabalho, utilizaram o método de excitação por martelo de 
impacto e acelerômetros para medir a resposta em sete pontos distribuídos ao longo 
do comprimento e somente sobre a carcaça da bomba. De uma análise inicial 
obtiveram as FRF de três pontos candidatos ao melhor posicionamento do 
acelerômetro, ilustradas na Figura 5.13. Adicionalmente, somente o primeiro modo foi 






Figura 5.13 – FRF utilizadas para seleção do ponto de medição em teste por martelo de impacto. 
 
 
 Observa-se que as três primeiras frequências naturais da bomba estão 
dentro da faixa de 1000 Hz. Por isso, essa é faixa adotada para a presente análise. 
As medições foram realizadas em 111 pontos ao longo do corpo da bomba como já 
especificado. O software processa as FRF nas três direções ortogonais para cada 
ponto. Conforme aplicada excitação somente na direção Z (fora do plano) a Figura 







Figura 5.14 – FRF do driving point nas três direções ortogonais. 
 
 
Por inspeção visual da figura acima, a FRF na direção Z é muito bem 
definida em toda a faixa de frequência enquanto as FRF nas direções X e Y são mais 
definidas nas vizinhanças das ressonâncias e contém bastante ruído no restante da 
faixa. Isso é esperado já que a excitação só é aplicada ao longo da direção Z. Após 
avaliação do driving point seguiu-se a medição dos demais pontos. As Figuras 5.15 a 












Figura 5.17 – Coerência dos 111 pontos de medição, direção Z. 
 
 
Como o esperado, uma vez que a excitação só ocorreu na direção Z, as 
coerências nas direções X e Y apresentam valores bastante variantes e inferiores a 
um. Considerando a direção Z, nota-se que a coerência se apresenta melhor em 
relação à coerência resultante das medições da placa, melhoria que pode ser atribuída 
ao uso de fita reflexiva. Para alguns pontos e em certas regiões da faixa de frequência, 
observa-se valores bem menores do que a unidade, sendo atribuídos às 
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antirressonâncias. Após a medição, os dados do estimador H1 foram exportados para 
o LMS para a identificação dos modos. Semelhante metodologia em relação à 
identificação dos modos da placa é adotada aqui; isto é, a soma das FRF e o método 
CMIF são utilizados na identificação.  
Por serem bem espaçados e levando em consideração a presença de 
ruídos em regiões na faixa de frequência fora das ressonâncias, os modos foram 
identificados por bandas em torno de cada ressonância. O método CMIF confirma a 
presença de três modos dentro da faixa analisada, Figura 5.18, assim o diagrama de 
estabilização foi avaliado a partir da ordem de modelo de valor 6 até 18 para verificar 
a estabilização dos polos. A partir desse procedimento, os polos estáveis foram 




















Figura 5.21 – Diagrama de estabilização para o terceiro modo. 
 
 
A Tabela 5.4 resume os valores das frequências e amortecimento 
identificados e a Tabela 5.5 o AutoMAC resultante. 
 
 






1 182,14 0,51 
2 442,51 1,14 
3 763,76 1,77 
 
 











1 182.144 100 0,427 1,098 
2 442.510 0,427 100 0,776 
3 763.758 1,098 0,776 100 
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A matriz AutoMAC avalia a propriedade de ortogonalidade dos vetores 
modais estimados entre si. No trabalho utilizado como referência, o primeiro modo 
identificado foi igual a 181, 56 Hz e a taxa de amortecimento de 0,37% o que indica 
boa consistência em relação à primeira frequência natural identificada neste trabalho. 
Embora não haja referência para os outros dois modos identificados aqui, através da 
inspeção visual da Figura 6.13, nota-se que os picos correspondentes ao segundo e 
terceiro modo estão localizados nas faixas de frequências cujo os valores identificados 
neste trabalho apontam proximidade.  As formas modais para os modos identificados 














Figura 5.24 – Forma modal do terceiro modo de flexão da bomba. 
90 
 
As formas modais da bomba ilustradas acima correspondem aos seus três 
primeiros modos de flexão ou laterais. Formas semelhantes são encontradas de forma 
analítica por Blevins (1979) para uma viga reta, exibidas na Figura 5.25. Cabe salientar 
aqui a capacidade de o vibrômetro a laser 3D proporcionar a visualização das formas 




Figura 5.25 – Formas modais normalizadas dos três primeiros modos de um vão de viga reta. 
(Adaptado, BLEVINS, 1979). 
 
Devido a sua forma geométrica tubular, as componentes dos modos 
laterais vistos a partir da direção Z podem também ser vistas ao longo da direção X. 
Isso pode evidenciar a presença de modos duplos em frequências naturais iguais. As 
componentes na direção Y são associadas ao movimento vertical dos pontos devido 
à curvatura lateral do movimento e só podem ser percebidas por conta do aumento 
do fator de escala de visualização. 
Para a aplicação proposta neste trabalho utilizando um método de 
atualização de modelos, somente os 36 pontos localizados na carcaça foram 
utilizados, sendo empregados os modos reais gerados da identificação.  
 
 
5.2.2 Bomba Sem o Conteúdo Interno 
 
   
Nesta seção são exibidos os resultados das medições quando o conteúdo 
interno é retirado da bomba. Em termos de massa, retirou-se o equivalente a 25,9 Kg. 
Dando seguimento, o flange foi rosqueado de volta e as medições efetuadas sobre os 
91 
 
36 pontos marcados sobre a carcaça, tendo a bomba agora uma massa equivalente 




Figura 5.26 – Bomba e o conjunto interno na parte superior. 
 
 
Devido a boa qualidade dos dados na direção Z em relação às direções X 
e Y, para a estimativa da diferença de rigidez, somente os resultados nessa direção 
serão aplicados e os modos reais utilizados. Por meio da mesma metodologia adota 
na seção anterior, as frequências naturais e o AutoMAC são apresentados, 
respectivamente, nas Tabelas 5.6 e 5.7 e as formas modais na Figura 5.27. 
 
 






1 203,13 0,58 
2 466,95 2,71 


















1 203.132 100 1,217 0,229 
2 466.947 1,217 100 4,132 





Figura 5.27 – Formas modais dos três primeiros modos de flexão da bomba sem o conteúdo interno. 
 
 
Nota-se que a retirada da parte interna da bomba, o que corresponde à 
subtração de massa e rigidez do conjunto original, causou um aumento nas duas 










Com o objetivo de aplicar os dados modais da bomba obtidos 
experimentalmente, nesta seção é abordada a adaptação feita no método adotado de 
atualização de modelo. Através deste método determina-se a matriz erro de rigidez 
utilizando os dados modais do modelo analítico e do experimental correspondente, tal 
matriz erro é usada para corrigir o modelo analítico com base no experimental. 
Relembrando o que foi visto no capítulo 3, a Equação 5.1 expressa a equação do 
método a ser utilizado. 
 
∆𝐾 ≈   𝐾𝐴 { Φ𝐴  𝜔𝐴
2 −1 Φ𝐴 
𝑇 −  Φ𝑋  𝜔𝑋
2 −1 Φ𝑋 
𝑇} 𝐾𝐴  (5.1) 
 
Uma vez que este trabalho é essencialmente experimental, a ideia é fazer 
o modelo experimental da bomba completa corresponder ao “modelo experimental” 
de entrada no método e o modelo experimental da bomba sem o conteúdo interno 
corresponder ao “modelo analítico” de entrada no método. Além dessa adaptação, 
outra também é necessária, levando-se em consideração que as matrizes modais 
experimentais resultantes são incompletas não é possível determinar a matriz  𝐾𝐴  por 
inversão direta, já que o rank é bem menor que as suas ordens (36x36). Para 
contornar essa questão, a Equação 5.2 expressa a matriz pseudo-inversa adotada. 
 
 
𝐾𝐴 =   Φ 
+𝑇 𝜔𝐴
2  Φ + (5.2) 
 
 






=  𝐾𝐴 36𝑥36 { Φ𝐴 36𝑥3 [
 2𝜋 ∗ 203,13 2 0 0
0  2𝜋 ∗ 466,95 2 0




𝑇   
−   Φ𝑋 36𝑥3 [
 2𝜋 ∗ 182,14 2 0 0
0  2𝜋 ∗ 442,51 2 0




𝑇 }  𝐾𝐴 36𝑥36 
 
 





























































































À matriz resultante, supõe-se atribuir, como uma aproximação inicial, a 
diferença de rigidez resultante das informações modais da bomba completa e sem o 
conteúdo interno. Dessa forma, por indução, faz-se equivaler à quantificação analítica 
de rigidez associada à parte interna retirada da bomba sendo resultante da 










Este trabalho faz parte do projeto de pesquisa voltado para o estudo do 
conjunto de bombeio centrífugo submerso. Diante da necessidade de identificar a 
dinâmica não só do conjunto de BCS em operação, mas como também dos 
equipamentos componentes, mesmo que não operantes; identificou-se neste estudo 
os três primeiros modos laterais de vibração de uma bomba centrífuga submersível.  
 Adicionalmente, apresentou-se a aplicação de um vibrômetro a laser 
Doppler de varredura 3D em um teste modal. Na etapa inicial do experimento, a 
comparação entre os resultados da análise modal experimental da placa de alumínio 
utilizada e da análise modal obtida numericamente pelo ANSYS, mostrou-se 
satisfatória. Os bons resultados obtidos do teste da placa acima mencionada ajudaram 
a assegurar sobre os procedimentos experimentais e ressaltaram a ótima qualidade 
das medições e resultados que podem ser alcançados pelo vibrômetro a laser.  
Neste ponto, convém ressaltar que mesmo sendo utilizados dados brutos 
extraídos do software, sem qualquer pós-processamento adicional, ainda é possível 
que esses forneçam informações modais satisfatórias. Na etapa seguinte do 
experimento, as frequências naturais e formas modais do modelo de bomba utilizado 
foram concordantes com os resultados obtidos do estudo experimental tomado como 
referência. Embora no trabalho de referência somente o primeiro modo tem sido 
identificado, as faixas de frequências contendo o segundo e terceiro modos apontadas 
na referência, apresentaram conformidade com os valores das frequências naturais 
identificadas neste trabalho. 
Como vantagem apontada em alguns dos estudos citados, apesar de o 
processo de medição com o vibrômetro ser eficaz, principalmente em relação ao 
tempo de aquisição, requer atenção às características da superfície de teste. A 
qualidade dos dados está vinculada ao nível do sinal retrorefletido do objeto de teste 
e, consequentemente, esse sinal é dependente das propriedades ópticas do objeto a 
ser medido. Outros dois fatores influentes na qualidade do sinal são a distância entre 
a peça de teste/sensores (cabeçotes de varredura) e os ângulos que os feixes de 
lasers atingem a superfície de teste. Uma vez definida a distância ótima para a 
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medição e também as configurações de aquisição, não deve haver modificação dessa 
distância no decorrer do processo de medição. 
Em relação à necessidade de maior precisão dos dados medidos, 
principalmente se o propósito é análise modal experimental, torna-se conveniente 
realizar o tratamento da superfície de teste com spray revelador ou com fita reflexiva. 
A fita reflexiva possui um custo bem maior com relação ao spray revelador, por outro 
lado o seu uso eleva ao máximo o nível do sinal para os três cabeçotes de varredura 
e, como visto, obtém-se resultados mais precisos. Nos experimentos realizados as 
superfícies foram tratadas com os dois tipos diferentes de materiais indicados. 
Comprovou-se melhoria do sinal com uso de fita reflexiva em 100% para a maioria 
dos pontos de medição definidos. 
Com o vibrômetro 3D, são medidas as três componentes ortogonais da 
velocidade vibratória de um ponto. Ainda que a fonte excitadora esteja atuando ao 
longo da direção perpendicular ao plano contendo os três cabeçotes de varredura, o 
software do equipamento possibilita a visualização dos modos nas três direções 
ortogonais, não somente na direção de excitação.  
Outra particularidade identificada é a necessidade de aumentar a resolução 
da imagem de vídeo para que a vídeo triangulação seja efetuada pelo software. A 
depender do tamanho do objeto de teste, com o aumento da resolução, torna-se 
impossível realizar medição da estrutura completa, sendo preciso recorrer ao 
processo de costura. Neste procedimento, efetua-se um número de medições tanto 
quanto for a quantidade de recortes da estrutura na imagem de vídeo até alcançar o 
tamanho da região de medição desejada. Ao final, pode-se unir todas as partes em 
uma só, gerando assim a região total desejada. 
Sabendo-se que a propriedade de rigidez de um sistema está diretamente 
relacionada as suas propriedades dinâmicas, o uso do método de correção de modelo 
adaptado mostrou-se funcionar como um meio alternativo de inferir sobre uma 
informação de um subsistema não medido de um sistema. Para isso, aplicou-se 
informações modais resultantes somente de procedimento experimental. Ressalta-se 
a importância de seguir investigando os equipamentos do bombeio centrífugo 
submerso ainda que separadamente visando agregar uma maior quantidade de 
informação possível para o contínuo desenvolvimento do conhecimento na área. 




 Avaliar a validade do resultado obtido pelo método de atualização de 
modelo adaptado; 
 Entender como o software do vibrômetro efetua o processo de geração 
dos modos nas três direções ortogonais; 
 No caso de estruturas relativamente leves no decorrer de um teste 
modal, avaliar o grau de desvio entre o ponto de medição desejado 
marcado sobre a estrutura e o ponto definido na imagem de vídeo para 
o qual o laser deve atingir. O quanto isso pode influenciar na informação 
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